chap 16

CHAP 16 - SERIES NUMERIQUES

1 Généralités
1.1 Définitions

Définition 1
Soit (un)nen une suite, réelle ou complexe.

n
e On appelle série numérique de terme général u,, notée Z Un, le couple | (un)nen, (Z uk>
k=0

neN
n

e La suite (Sy,)nen de terme général S, = Z uy est appelée somme partielle de la série Z Up.

k=0
e Soit ng € N*. La série Zvn ol vg = -+ = Vpy—1 = 0, et Vn > ng, v, = u, est encore appelée série
de terme général u, ; elle se note Z Uy,
n>ngo
Exemple 1
- 1 s .
La série E — est appelée série harmonique.
n
n>1
Définition 2

On dit que la série Z u, est convergente, ou qu’elle converge, si la suite de ses sommes partielles
(Sn) est convergente.

Si une série n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente, ou qu’elle diverge.

Deux séries sont dites de méme nature lorsqu’elles sont soit toutes les deux convergentes, soit toutes
les deux divergentes.

Remarque 1
La convergence d’une série ne dépend pas de ses premiers termes.

Définition 3
“+o0o
On appelle somme d’une série convergente Zun (resp. Z Up, ot ng € N*), et on note Zun
n>no n=0
400
(resp. Z uy, ) la limite de ses sommes partielles :
n=ng
+00 too
Z Uy = nll)r_ir_loo Sp (resp. Z Uy = ngg-loo Sn)
n=0 n=ng
Définition 4

Etant donnés un série convergente Zun et un entier naturel p, on appelle reste d’ordre p de la

série, et on note I, la somme de la série g Uy °

n>p+1
+oo
R, = g Unp,
n=p+1

Cours PTSI - Sophie Touzet - Page 1 sur 4



chap 16

Remarque 2

“+oo
Si la série Z uy, converge, alors pour tout p € N, Z Up = Sp + Ry,
n=0
1.2 Propriétés
Proposition 1
“+oo
Soit R, = Z Uy, le reste d’ordre p d’une série convergente Z Up. On a :
n=p+1
lim R,=0

p—+o00

Proposition 2
Deux séries différant d’un nombre fini de termes sont de méme nature.

Proposition 3

Soient (uy)nen une suite complexe, (an)nen (resp. (by)nen) la suite de ses parties réelles (resp. imagi-
naires).

La série Z Uy, converge si, et seulement si Z an et Z b, convergent.

En cas de convergence, on a :
400 +o0 400
E Up = E an +1 E by,
n=0 n=0 n=0

Théoréme 1

Si la série E Uy, converge, alors lim wu, = 0.
n——+00

Attention! La réciproque est fausse.

1
Par exemple, la série harmonique g — a un terme général qui a une limite nulle, pourtant elle diverge.
n
n>1

Définition 5
Une série dont le terme général ne tend pas vers 0 est dite grossiérement divergente.

Proposition 4
Soient A € R*, (un)nen et (vp)nen deux séries numériques.

—+00 “+o0
° E U, €t g Au, sont de méme nature et si elles convergent, on a : E Up = A g Uy -
n=0 n=0

e Si E Uy, €t E vy, sont convergentes, alors E (un + vn) est convergente, et on a :
—+o0 400 “+00

Z(un +vp) = Zun + Zvn.

n=0 n=0 n=0

o Si Z U, converge et Z v, diverge, alors Z(un + vy,) diverge.

Remarque 3
si Zun et Z vy, divergent, on ne peut rien dire & priori sur la convergence de Z(un + vp).

1.3 Séries télescopiques
Définition 6
Soit (un)n>n, une suite réelle ou complexe. Pour n > ng, on pose v, = Upy1 — Un.

La série E vy, est dite série télescopique.

n>ng
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Théoréme 2
La série télescopique Z vy, telle que Vn > ng, v, = upy1 — up converge si, et seulement si la suite

n>ng
+o00
(Un)n>n, converge, et dans ce cas, on a : g Uy, = nggloo Up, — Unpg-
n=ng

1.4 Séries géométriques

Définition 7
On appelle série géométrique une série dont le terme général est celui d’une suite géométrique :

Zq", avec q € C*.

Proposition 5
Les sommes partielles d’une série géométrique Z q" avec ¢ # 1 sont :

Théoréme 3
Une série géométrique E q" converge si, et seulement si |¢| < 1. Sa somme vaut alors :

+
S
n=0 1_(]

1.5 Série exponentielle

Théoréme4 Série exponentielle
VzeC, €& = Z —

Remarque4

+00 1
En particulier, on a : Z =
n!

n=0

2 Séries a termes positifs

2.1 Généralités

Définition 8
Z Uy, est dite série a termes positifs si le terme général u,, est positif & partir d’'un certain rang.

Théoréme 5
Une série & termes positifs converge si, et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

Théoréme 6 Théoréme de comparaison

Soient Z Uy, et Zvn deux séries a termes positifs telles que : dng € N,Vn > ng, u, < vy,.
~ Si Z vy, converge, alors Z Uy converge.

~ Si Z uy, diverge, alors Z vy, diverge.
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Corollaire u
Soient Z Uy, €t Z vy, deux séries a termes positifs, telles que lim — = L € R.

n—+00 Up
~ Si L # 0, alors les deux séries sont de méme nature. En particulier :

Uy ~ Uy = E Uy, et g v, sont de méme nature
n—-+00

~ SiL=0 (i.e. Up = o(vn)> et si Zvn converge, alors Zun converge.

n—-+oo

2.2 Comparaison série - intégrale

Proposition 6

Soient ng € N, et f une fonction réelle définie sur [ng, +oo[, continue, positive et croissante (resp.
décroissante).

Pour p € N, on note S}, la somme partielle d’ordre p de la série de terme général u, = f(n).

Alors, pour tout n > ng+ 1 on a :

St < / " F)dt < S, — F(no) (p Su — f(no) < / " (e < s,H)

Théoréme 7
Soient ng € N, et f une fonction réelle définie sur [ng, 400, continue, positive et décroissante.

x
La série de terme général u,, = f(n) converge si, et seulement si la fonction F : x — / f(t)dt admet
n0

une limite finie en +o00.

2.3 Séries de Riemann

Définition 9 1
Les séries de Riemann sont les séries de terme général de la forme u,, = —, ou a € R.
n

Théoréme 8
Une série de Riemann converge si, et seulement si a > 1.

Proposition7 Critére de Riemann
Soit Z Uy une série a termes positifs.

e S’il existe a > 1 tel que lim wu,n® =0, alors Z Uy, converge.
n—+o0o

e Sl existe a <1 tel que lim n%u, = +oo, alors Z uy, diverge.
n—-4o00
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