chap 11

CHAP 11 - POLYNOMES

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Ensemble K[X]

1.1 Notion de polynéme

Définition 1
On appelle polynéme a une indéterminée X et a coefficients dans K toute expression de la
forme

P=gy+a1 X+ +a, X"

ol ag, ai, - - an, sont des éléments de K appelés coefficients.

Le coefficient aq est appelé coefficient constant.

Pour tout k € [0, n], le terme ap X" est appelé mondome de degré k.

Deux polynémes sont égaux si, et seulement si tous les coefficients des monoémes de méme degré sont
égaux.

Lorsque tous les coeflicients sont nuls, on dit que P est le polynéme nul, noté P = 0.

On note K[X] I'ensemble des polynomes a une indéterminée X, a coefficients dans K.

Remarque 1

(a) Soit P = Z ax X" un polynéme non nul de K[X].
k=0

On lui associe la fonction polynémiale P : N Z apzt

En pratique, on confondra polynéme et fonction polynomiale, et on notera P(a) pour ]5((1).
(b) On identifie K avec ’ensemble des polynémes constants P = aq.

Définition 2
On dit qu’un polynoéme est pair (resp. impair) si la fonction polyndmiale associée est une fonction
paire (resp. impaire).

Proposition1

n
Soit P = Zaka.
k=0
e P est un polynéme pair si, et seulement si n est pair (n = 2p), et Vk € [0,p — 1], agx+1 = 0.
e P est un polynoéme impair si, et seulement si n est impair (n = 2p + 1), et Vk € |0, p|], asx, = 0.

Définition 3
Soit P = Z ar X" un polynéme non nul de K[X].
k=0

On appelle degré de P et on note deg(P), le plus grand entier k tel que ay # 0.

Si P est de degré n, le coefficient a,, est appelé coefficient dominant de P.

Un polynéme est dit unitaire, ou normalisé, si son coefficient dominant est 1.

Par convention, le degré du polynéme nul est —oco.

Pour n € N, ’ensemble contenant tous les polynémes de degré inférieur ou égal & n, y compris le
polynome nul, est noté K, [X].
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1.2 Opérations

Définition 4
Soient P = Zaka et Q = Zka deux polynémes de K[X].
k=0 k=0
e En complétant les écritures par des zéros si besoin (c’est-a-dire par exemple si p < ¢ on pose
apy1 =--- =aq =0 ), et en notant n = max(p, ¢), on définit la somme de deux polyndémes par :
n
k=0

e On définit le produit d’un polynéme par un scalaire par : VA € K,A\P = Z Aap X"

e On définit le produit de deux polyndémes par :
k

ptq
P-Q:chXk, 01‘1Vk€|]0,p—|—q|],ckzzaibk_i: Z a;b;
k=0 i=0 i+j=k

e Par récurrence, on définit la puissance d’un polynéme, avec P' =1 et Yn € N, Pl = p. p"

Proposition 2
Soient P et ) des polynémes non nuls de K[X].

e Si P+ Q #0, alors deg(P + @) < max(deg(P), deg(Q))

o deg(P- Q) = deg(P) + deg(Q)

Remarque 2

V(P,Q) e KIX)2, P+Q=P+QetP. Q=P -Q

Proposition 3
Soient P,Q et R des polynomes de K[X].

e P+Q=Q+Pet P-Q=Q@Q - P (les lois sont commutatives).
e P+(Q+R)=(P+Q)+Ret P-(Q-R)=(P-Q)- R (les lois sont associatives).

e P+0=P (0 est le neutre pour la somme) et P-1= P (1 est le neutre pour le produit)

Définition 5
Soient P = Z ar Xk et Q = Z b X" deux polynomes de K[X].
k=0 k=0

Le polynéme composé de P et @), noté Po@ ou P(Q) est le polyndéme que 1'on obtient en remplacant
p

dans l'expression de P I'indéterminée X par l'expression de @@ : Po @ = Z arQF.
k=0

Remarque 3

Soient P et ) deux polynomes de K[X].
(a) PoQ=PoQ.

(b) En général, PoQ # Qo P.

Proposition 4
Soient P et @) deux polynomes non nuls de K[X]. On a deg(P o Q) = deg(P) X deg(Q).
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1.3 Polynoéme dérivé
Définition 6 .
Etant donné un polynéme P = Z ap X", on appelle polynéme dérivé de P, et on note P’ le poly-

k=0
nome défini par :

~+ P" =0 si P est un polynéme constant.
n

~+ Sinon, P’ = Z kapX*1.
k=1
Par récurrence, on définit la dérivée k-éme de P, notée P(k), avec :

/
PO = pet vk e N*, ) = (P(k*1)> .

Remarque 4
—~ ~\/
Lorsque K =R, P/ = (P) .

Proposition 5
Soient P et @ des polynomes de K[X] et a € K.

e (P+Q)=P+Q"
o (aP) =aP.
« (P-Q)=P-Q+P Q.

e Formule de Leibniz : Vn e N, (P - Q)™ = (n) pk) . Qn=k)

Théorémel Formule de Taylor

Vn € N,VP € K,[X],Ya e K P = P(a)+ P'(a)(X —a)+---+

Remarque 5

P®(0) *

n
En particulier, pour a =0, on a: P = Z o
k=0

2 Factorisation d’un polynéme

2.1 Division euclidienne

Théoréme 2
Soient A et B deux polynomes de K[X], avec B # 0.
Il existe un unique couple (Q, R) € (K[X])? tel que A= B-Q + R, avec deg(R) < deg(B).

Définition 7
L’écriture A = B - @ + R s’appelle la division euclidienne de A par B.
Q@ s’appelle le quotient de la division, et R s’appelle de reste.

Remarque 6
Soient P € K[X],a € K; le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a).
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Définition 8

Soient A et B des polynomes de K[X].

e On dit que A est divisible par B, ou que B divise A, si le reste de la division euclidienne de A
par B est 0, c’est-a-dire qu’il existe un polynéme Q tel que A = BQ.
Si A est divisible par B on dit que A est un multiple de B et que B est un diviseur de A.

e On dit que A est irréductible dans K[X] lorsqu’il est divisible seulement par des polynémes
constants et les polynomes de la forme AA ou A € K*.

2.2 Racines d’un polynéme

Définition 9 N
Soient P € K[X],a € K. On dit que a est une racine, ou un zéro, de P si P(a) = 0.

Proposition 6
Soit P € K[X]. a est une racine de P si, et seulement si P est divisible par X — a.

Proposition 7
Soit P € K[X]. Si a1,aq9, - ,ay, sont des racines distinctes de P alors P est divisible par
(X —a1)(X —ag) - (X —ap).

Corollaire
Soient n € N et P € K,,[X]. Si P admet au moins n + 1 racines distinctes, alors P = 0.

Définition 10

Soit P € K[X]. On dit qu’une racine a de P est de multiplicité k si (X — a)* divise P et (X — a)**!
ne divise pas P.

Si k=1, on dit que a est une racine simple.

Remarque 7
(a) a est une racine de P de multiplicité k si, et seulement s’il existe un polynome @ tel que
P= (X —-a)*Q et Q(a) #0.

(b) La multiplicité de la racine d’un polynéme est inférieur ou égale au degré du polynéme.

Théoréme 3
Soient a € K, P € K[X]. a est une racine de P de multiplicité k si, et seulement si :

vn € [0,k — 1], P™(a) =0 et P®(a) £ 0

2.3 Factorisation dans C[X]

Théoréme4 Théoréme de D’Alembert-Gauss
Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine dans C.

Corollaire
Les seuls polynémes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré au plus 1.

Proposition 8

Tout polynéme de C[X] admettant r racines distinctes ai,as---,a, de multiplicités respectives
mi,mg--- ,m, et de coefficient dominant a,, s’écrit : P = a,(X —a1)"™ (X —ag)™ - (X — ;)™
On dit qu’un tel polynéme est scindé, c’est-a-dire qu’il s’écrit comme un produit de polyndémes de
degrés au plus 1.
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2.4 Relations entre coefficients et racines
Théorém% 5
Soit P = Z arX* € C[X] un polynome de degré n € N*, admettant pour racines 1, - - - &y, certaines

k=0
pouvant étre égales. Alors on a :

Ap— i a
1 0

E T = — n et | | T = (_1)n7

k=1 n k=1 n

Corollaire
Soit P = aX? + bX + ¢ € C[X] de degré 2 (a # 0). On note 1 et xy ses racines (distinctes ou
confondues). On a :

P:a(X2—sX+p), ol s =x1 + Ty et p=x120

rT+y=s

Réciproquement, soient s et p des nombres complexes. Alors les solutions dans C du systéme { vy =p

sont les racines du polynomes X2 — sX + p.

2.5 Factorisation dans R[X]

Remarque 8
Tout polynéme de R[X] peut étre considéré comme un polynéme de C[X]

Proposition 9
Soit P € C[X]. P € R[X] si, et seulement si Vz € C, P(z) = P (Z).

Proposition 10
Soient P € R[X] et k € N*. a € C est une racine de multiplicité k de P si, et seulement si @ est une
racine de multiplicité k de P.

Théoréme 6
Tout polynéme de R[X] peut s’écrire comme le produit de polyndémes de degrés au plus 2.

Remarque 9
Les seuls polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes constants, les polynémes de degré 1, et
les polynémes de degré 2 n’admettant pas de racine réelle.

Proposition 11
Tout polynéme de R[X] de degré impair admet au moins une racine réelle.

2.6 Décomposition en éléments simples
Proposition 12
A
Soient A et B des polyndémes de K[X], B # 0, et F = B (appelé fraction rationnelle de poly-

nomes). Il existe un unique couple (Q, R) € (K[X])? tel que F = Q + g, avec deg(R) < deg(B).

Définition 11

P
On appelle élément simple dans K[X] une fraction rationnelle de polynémes de la forme —— ou Q

est un polynome irréductible dans K[X], n € N* et P est un polynéme de K[X] de degré strictement
inférieur a celui de Q.
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Théoréme 7
Toute fraction rationnelle de polynomes de K[X] peut s’écrire comme la somme d’un polynéme de
K[X] et d’éléments simples dans K[X].

A
En particulier, si ' = —, avec B = (X —a1)(X —ag)--- (X —ay), a1, ,a, étant des éléments de
K deux & deux distincts, et deg(A) < deg(B), alors
n
o

F=2 -y

k=1

avec Vk € [L,n], ar= (X —ap)F) (ag) =

Définition 12
L’écriture d’une fraction rationnelle F' sous la forme d’une somme d’un polynoéme et d’éléments simples
est appelée décomposition en éléments simples de F'.
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