Feuille 16

FEUILLE 16 : SERIES NUMERIQUES

I EXERCICES TECHNIQUES

a.

b.

a.

Exercice 1

Déterminer la nature de la série de terme général u,, dans les cas suivants :

n

Uy = €

Up =N

Up =N

Up, = Sin —

n2

_(1+

Exercice 2

Montrer que les séries suivantes convergent, et déterminer leurs sommes :

cos(n)

1 1
u, = —Arctan—

n

[ 14n\"
tn = 1+ n?2
Up = Vn+1—n

un:e—<

u, = avV" ot a € R

1 n
1+>
n

1

Up=1— ¢

— COS —
n

=)
n

Z e ?"ch(n)
n>0
§:<1 f3+1>
Z\vn—1 vno oVn+1
> s
= n(n+ 2)
2
z:m<1+>
= n(n + 3)
1

Zu”:( FD(n+2)
= n(n n

n—1_,
Z n!
n>0
>
= (n?2—1)n

(n+1)(n—2)
>
n>0
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II EXERCICES SUR LES SERIES NUMERIQUES

Exercice 3

a. Montrer que

1 1 1
Vo € RY, Arctan (1++2> = Arctan <> — Arctan (1 " >
T+ T T

1
b. En déduire que la série Z Arctan <2> converge, et calculer sa somme.
= l+n+n

Exercice 4

On consideére la suite (u,) telle que lim wu, = 0. Pour tout n, on note v, = ugy, + U2p+1-
n—-+0o0o

a. Montrer que les séries g Uy, et E v, sont de méme nature.

(-1

n

b. En déduire la nature de Z

n>1

c. Montrer que sans ’hypothése lim wu, = 0 on peut avoir Z v, convergente et Z uy, divergente.
—+00

n

Exercice 5
On considére une série numérique g Up,.

a. Montrer que si E U9y, €t E U2n+1 convergent, alors E Uuyn converge et que dans ce cas,
—+00 +oo —+00
g Up = E U2n + § U2n+1-
n=0 n=0 n=0

+oo
b. En déduire Y (34 (—1)") "

n=0

c. Montrer que 'on peut avoir Z uy, convergente alors que Z Uoy, €t Z Uon+1 divergentes.

Exercice6 Séries alternées
Soit (ay) une suite de réels positifs, strictement décroissante, de limite nulle.
On considére la série de terme général u, = (—1)"ay.

a. Montrer que les sommes partielles (S2,,) et (S2,41) sont adjacentes.

b. En déduire la convergence de la série Zun

Exercice 7
Soient E Uy, et E v, deux séries convergentes a termes strictement positifs.
Montrer que les séries suivantes convergent, :

U Un
a. E max (U, Up) b. E UnUp, c. _
Up, + Up
Exercice8 Séries de Bertrand
. . 1 .
a. Etudier la série de terme général u,, = ﬁ’ avec « et [ réels, en comparant & une série de
n® (Inn

Riemann si @ # 1 et & une intégrale si a = 1.
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b. En déduire la nature des séries de termes généraux

1 nn
:ln(n!) et wp,=nn» —1

Exercice9 Critére de d’Alembert

Soit g Uy une série a termes positifs tels que lim nt
n—+oo  Up

= L € R". Montrer que :

v’ Si L > 1, alors la série diverge;
v’ Si L < 1, alors la série converge ;
v’ Si L =1 tout est possible.

Exercice10 Critére de Cauchy
Soit Z u, une série & termes positifs tels que lim  ¥u, = L € RT. Montrer que :
n—-+00

v Si L > 1, alors la série diverge;
v’ Si L < 1, alors la série converge ;
v' Si L =1 tout est possible.

Exercice1ll Comparaison logarithmique
Soient (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs. On suppose qu’il existe ng € N tel que

u v
Vn € N, (nZno):>< ntl §n+1>
U, Un

Montrer que si E vy, converge, alors E U, converge.

Exercice12 Régle de Raabe Duhamel
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs, telle que

1
Un4-1 _ 1 g +o ()
Up N—+00 n n

Montrer que si a > 1, Z U, converge et si a < 1, Z uy, diverge.

1
Indication : Appliquer I'exercice précédent avec v, = — pour un réel b bien choisi.
n

Exercice 13
Pour n € N, on note

I, = / ' a dz
0o 1+=x
a. Montrer que la suite (I,,) est décroissante, de limite nulle.
b. En calculant I,,+1 + I,,, déterminer une expression de I,, sous la forme d’une somme.
(="
n

c. Déduire de ce qui précéde la somme de la série de terme général u,, = pour n € N*.
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LES BONS REFLEXES

I SI une série converge, ALORS son terme général tend vers 0. La réciproque est FAUSSE.

M On ne sait (pour 'instant) calculer la somme que de séries géométriques, télescopiques et exponen-
tielles. Si on vous demande de calculer une somme, c’est I'un de ces cas...

I Dans la plupart des cas, si on demande de montrer la convergence d’une série sans en calculer la
somme, on utilise un théoréme de comparaison.
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