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Feuille 13

FEUILLE 13 : APPLICATIONS LINEAIRES

EXERCICES TECHNIQUES

Exercice 1
Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires 7
Si oui, en donner la matrice dans les bases canoniques, et déterminer 'image et le noyau :
fl : R3 — R37f1<$,y,2) = (2x,x +y,2$ - 32)
f2 : Rg — R37 f2($7yvz) = (l‘ +y, T — y,l’y)
f3: R = R fa(2,y,2) = (z +y, 2)
f1:R2 =R fa(z,y) = (x+y,z—y+1)
f5 : R? — RSa f5<$7y) = (IL‘ +Y,T =Y, 2$)
f6 : Rg —>R3af6($7y72) = ($+y7$_y+zaz+2$)
fr: Ro[X] — Ro[X], fr(P) =P - XP'
fg : RQ[X] — RQ[X], fg(P) =1+ XP
fo : Ra[X] = Ro[X], fo(P) = P(0) + P(1)X + P(2)X
J10 : Rs[X] = Ro[X], f10(P) = P(0) + P(1)X + P(2)X*

Exercice 2
Pour chacune des matrices ci-dessous, expliciter ’application linéaire canoniquement associée, puis en
déterminer I'image et le noyau :

1 -2 4 1 -1 1 -1 2
a. | -1 -2 0 b. <_11 :; 3) c. [—2 -2 d. [0 -1 1
0 0 0 4 0 1 0 1

Exercice 3
Montrer que les matrices suivantes sont les matrices d'un projecteur, et en déterminer les éléments

caractéristiques :
0o -1 -1 -1 0 -1 0 1 -1
a.A=[-1 0 -1 b.B=]10 1 0 c.C=1[-1 2 -1
1 1 2 2 0 2 -1 1 0

Exercice 4
Montrer que les matrices suivantes sont les matrices d’'une symétrie, et en déterminer les éléments

caractéristiques :
1 1 -1 3 0 2 -1 2 -2
a.A=(2 0 -1 b.B=10 -1 0 c.C=1[1-2 3 -2
2 1 -2 -4 0 -3 -2 2 -1
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II EXERCICES SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 5
On considére ’'endomorphisme f de R? déterminé dans la base canonique (e1,e2) par

fle1) =2e1 —ea,  f(e2) = 4e1 — 2ez
a. Déterminer une base du noyau et de 'image de f.
b. Ces deux sous-espaces sont-ils supplémentaires ?

Exercice 6
On considére ’'endomorphisme g de R? déterminé dans la base canonique (e1,e2) par

gle1) = e1+ea, glea) = 2e1 + 2e2

a. Déterminer une base du noyau et de 'image de f.

b. Ces deux sous-espaces sont-ils supplémentaires ?

Exercice 7
On note (e1, ea, e3) la base canonique de R? et (f1, fo) celle de R
Déterminer les dimensions du noyau et de 'image de ¢ € . (R3, ]RQ) définie par :

pler)=fi—fo  plea)=fit+fa  wles) = fi+2f

Exercice 8
Soient E, F' et G trois espaces vectoriels, f € Z(E,F),g € Z(F,G) et h € Z(F,G). Montrer que :

Ker(go f) = Ker(h o f) <= Im(f) N Ker(g) = Im(f) N Ker(h)

Exercice 9
Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que fog=go f.
Montrer que Kerf et Imf sont stables par g.

Exercice 10
Soient E un K-espace vectoriel et f € £ (FE). Montrer I’équivalence suivante :

Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) N Ker(f) = {0}

Exercice 11
Soient F un K-espace vectoriel et u € Z(F).

a. Montrer que Im(u?) C Im(u) et Ker(u) C Ker(u?)
b. On suppose que FE est de dimension finie. Montrer I’équivalence des trois propositions suivantes :
i. Im(u) ® Ker(u) = E
ii. Im(u) = Im(u?)
iii. Ker(u) = Ker(u?)
Exercice 12
Soit u = (a,b,c) € (R*)? tel que a + b+ ¢ = 1. On définit f : R®* — R? par :

f(w,y,z)Z(x,y,z)—(az+y—|—z)u

a. Montrer que f est un projecteur.
b. Préciser Im(f) et en donner une base.

c. Déterminer Ker(f).
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Exercice 13
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v des endomorphismes de E tels que :

E = Im(u) + Im(v) = Ker(u) + Ker(v)
Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 14
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f et g des endomorphismes de FE tels que :

fogof=f et gofog=g

a. Montrer que E = Im(f) & Ker(g).
b. Montrer que Ker(f o g) = Ker(g) et que Ker(g o f) = Ker(f)

c. Montrer que rg(f) =rg(g) puis que rg(f o g) =rg(go f)

Exercice 15
Soient £ = C°(R) et T : E — E défini par :

VzeR, T(f)(z)= /mtf(t)dt

0

a. Montrer que T' € Z(F).
b. Soient f € E et g = T(f). Montrer que g est dérivable sur R et que g”(0) existe.

c. Montrer que T est injective et non surjective.

Exercice 16
Soient E un K-espace vectoriel, u et v des endomorphismes de E. Montrer que :

a. uov=0<«Im(v) C Ker(u)

b. (uov=wuetvou=uv)< (uetvsontdes projecteurs et Ker(u) = Ker(v)).

Exercice 17
Soient E un K-espace vectoriel, u et v des endomorphismes de E. Montrer que :

a. Ker(vou) = Ker(u) & Ker(v) NIm(u) = {0}.
b. Im(vou)=Im(v) < Ker(v) + Im(u) = E.

Exercice 18
Soient E un K-espace vectoriel, u et v des projecteurs de E.

a. 1. Montrer que (vou =u) < (Im(u) C Im(v)).
ii. En déduire que (uov =vowu et Im(u) =Im(v)) & (u=v).
b. On suppose que uov = v o u.
i. Montrer que u o v est un projecteur.
ii. Montrer que Im(u o v) = Im(u) N Im(v).
iii. Montrer que Ker(u o v) = Ker(u) + Ker(v).
c. On suppose que uov =vou=0.
i. Montrer que u + v est un projecteur de F.
ii. Montrer que Im(u + v) = Im(u) ® Im(v).
iii. Montrer que Ker(u + v) = Ker(u) N Ker(v).
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IIT EXERCICES SUR LES MATRICES D’APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 19
Soient E un K-espace vectoriel de base & = (e1,e2,e3) et f € Z(F) tel que

1 1 -1
matgz(f)=|-3 -3 3
-2 =2 2

a. Déterminer Ker(f), Im(f) et f2.

b. Soit €1 =61 — 362 — 263,52 = e et E3 = €1 — €q.
Montrer que %' = (e1,e2,¢3) est une base de E et déterminer la matrice de f dans cette base.

Exercice 20

Soit f € Z(R?) de matrice A = <1 g) dans la base canonique (e, es) de R?.

1 1
a. Montrer que §A2 — §A —1I, =0; en déduire que A est inversible et exprimer A7,

b. Déterminer o € R tel qu'il existe au moins un vecteur u non nul de R? vérifiant f(u) = au.

c. Déterminer Fy = {u € R?, f(u) = —u} et By = {u € R?, f(u) = 2u}.
Soient €1 = —ej + €3 et €9 = 2e1 + e2. Montrer que (£1,2) est une base de R? et déterminer la
matrice B de f dans cette base.

e. Déduire de ce qui préceéde I'expression de A™ pour n € N*.

Exercice 21

3 -1 1
Soient A= [0 2 0] la matrice d'un endomorphisme f de R? dans la base canonique (e1,e2,€3),
1 -1 3

e1=e1—e3, cx2=ex+e3 et e3=e1+e3

a. Montrer que (g1,e9,e3) est une base de R? et expliciter la matrice de f dans cette base.

b. En déduire I'expression de A™ pour n € N*.

Exercice 22
Soient # = (e1,e2,e3) et € = (f1, f2) les base canoniques de R? et R?, ¢ € Z(R? R?) telle que

-3 1
matg ¢ () = <_13 g _31>, P € ZL(R* R?) telle que maty z(10) = [ 0 2 |, et les vecteurs :

3 -1
el =e1—extes, ey=e+e3, e3=e +ex—es, fi=fi+tfo et fo=[fi—fo

a. Montrer que les familles &' = (¢}, ey, €5) et €' = (f1, f3) sont des bases de R® et R? respectivement.

b. Ecrire la matrice de ¢ dans les bases %’ et €”, et la matrice de ¢ dans les bases ¢’ et %',

Exercice 23
Soient E un R-espace vectoriel de dimension n, et f € Z(E) tels que f* =0 et " 0.
Soit = € F tel que f"1(z) # 0.

a. Montrer que (z, f(x), f2(x),--- ,f"_l(x)) est une base de E.

b. Expliciter la matrice de f dans cette base.
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Exercice 24
Soient P, = (X —1)(X —2), P,=X(X-2), Ps=X(X-1), etfe Z(Ro[X]) tel que

VQ € Ry[X],  f(Q) = Q0)P+ QP+ Q(2)Fs

a. Montrer que (Py, P3, P3) est une base de Ry[X], et déterminer la matrice de f dans cette base.

b. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de Ry[X] de deux fagons différentes.

Exercice 25
Soient E = {(2,,2) ER?/x —y+2=0}, et F={(z,y,2) € R®/x =y = 2}.
On note B la base canonique de R3.

a. Montrer que R® = E@ F.

b. Déterminer la matrice dans B de la projection sur F parallélement & F'.

c. Déterminer la matrice dans B de la symétrie par rapport & E parallélement & F'.

Exercice 26
Montrer que les matrices suivantes sont semblables :

3 -1 1 1 00
2 0 1]e |0 21
1 -1 2 0 0 2

Exercice 27

a. Soient p € L(R™,R) une forme linéaire non nulle, H = Ker(p), et f € L(R").
Montrer que H est stable par f si, et seulement s’il existe un scalaire A € R tel que g o f = Ap.

100
b. Déterminer les espaces stables par I’endomorphisme f canoniquement associé¢ a [ 1 1 0
0 0 2

LES BONS REFLEXES

I Une matrice d’application linéaire se lit toujours en colonne. Chaque colonne correspondant a
I'image d’un vecteur de la base de départ, exprimée dans la base d’arrivée.

"M Pour déterminer le noyau d’une application linéaire f, on résout f(x) = 0 ce qui revient en
dimension finie & la résolution d’une équation matricielle de la forme AX = 0 (ou A est la matrice

canoniquement associée a f).

" Pour déterminer 'image d’une application linéaire en dimension finie, on extrait des colonnes de la
matrice canoniquement associée la plus grande sous-famille libre.

"I Lorsque l'on connait le noyau d’une application linéaire, on connait la dimension de son image
grace au théoréme du rang, et de méme si 'on connait 'image, on a la dimension du noyau.
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