Feuille 11 - Indications

FEUILLE 11 : POLYNOMES

I EXERCICES TECHNIQUES

Exercice 1
Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne des polynémes A par les polynémes B dans
les cas suivants :

A=X'"-3X+X*+X -1 etB=X+1

A=7X*-3X*-2X’+X+6 etB=X-3

A=7X"-3X-2X?+X+6 etB=3X+1

A=X2B4+4a*® etB=X*'—da* onack

Il sera plus rapide d’écrire X2® +¢2® = (X 4)7 — ((14)7 +2a?8 et de factoriser que de poser la division !

o T p

Exercice 2
Décomposer en éléments simples dans C[X] les fractions rationnelles suivantes :

X2 _5X +4 1 X44+2X24+ X +1 1
P2 TR oy po - o F= d.F—_ -
a X _2 x2_1 ¢ X211 1— X3

X3 1
F=—> fF= L F=—— _ ouneN-.
© X2 _4 X(X2_1)(x+t2) 8 Xr_1 '€

Pour la g. il sera bon de revoir son cours sur les complexes...

Exercice 3
Donner la factorisation en produit de polynémes irréductibles des polyndémes suivants :

X3 - X%24+2 dans C[X]

X* 45X +9X?+7X +2 dans R[X]

X*—2cosaX?+1 dans R[X] oua€R Iy aune disjonction de cas a faire sur a...
X% -1 dans R[X]

X%4+1 dans R[X] Commencer par factoriser dans C.

® 20 TP

II EXERCICES SUR LES POLYNOMES

Exercice 4
Soit n € N*. Montrer que (X 4 1)?" — X?" — 2X — 1 est divisible par X (X + 1)(2X + 1).

Exercice 5
Soit n € N*. Montrer que X" ™! — X™ — X + 1 est divisible par (X — 1)?

Exercice 6
Montrer que le polynome X* + a(a + X)(a + 2X)(a + 3X) est le carré d’'un polynome de R[X].

Exercice 7
Déterminer les réels \ et p pour que X4+ AX? + X2 4+ 12X + 4 soit le carré d’un polynome de RIX].

Exercice 8
Un polynéme P divisé par X — 1 a pour reste a € R; divisé par X — 2, il a pour reste b € R.
Quel est le reste de la division de P par (X — 1)(X —2)7
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Exercice 9
Soient 6 € R et € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne des polynomes A par les polynomes
B dans les cas suivants :

a. A= (sinfX +cosh)” et B=X>+1

Si on note R le reste, on remarque qu'il est de degré au plus 1, et que A(i) = R(4).

b. A= (sin0X +cosf)” et B=(X?+1)>

Ici, R est de degré au plus 3 et A(i) = R(i) et A'(i) = R'(7).

Exercice 10
Pour quelle(s) valeur(s) de n le polynéme (X +1)" — X™ — 1 est-il divisible par X2+ X417

247 : -
j=e3 et jz sont les racines de X2 + X + 1...

Exercice 11

X XX-1 X(X-1)(X -2 XX-1)(X-2)-- (X — 1
ot Pl X XD XKD XK DX ) (X k1)
1! 2! 3! n!

a. Calculer P(k) pour k € [1,n]. Il faut reconnaitre une formule du binéme...

b. En déduire une factorisation dans R[X] de P en produit de polynomes irréductibles.

Exercice 12
Pour n € N*, soit P = X"(1 — X)".

a. Déterminer la dérivée n-éme de P.  Utiliser la formule de Leibniz

b. Calculer le coefficient a,, de X" dans P™ de deux fagons différentes.
Pour une méthode, développer P grace a la formule du bindéme, pour 'autre utiliser la question
précédente.

c.

n 2
L. n
En déduire kgo < k) .

Exercice 13

t .6 3 5 4 2 1
A Taide de la formule de Taylor, calculer / * ¢ (1+ a: 2 Tt
0 — T
Appliquer la formule de Taylor en 1 & X® —3X% + X* — 2X + 1 pour simplifier la fraction rationnelle.

dz, pour t €]0,1].

Exercice 14
Pour n € N*\ {1}, donner le reste de la division euclidienne de X" + X™ + 1 par (X — 1)>.
Utiliser la formule de Taylor en 1.

Exercice 15

n n
Soient n € N* et (z1,---,2y,) € C". On note o1 = Z$k,02 = Z rix; et op = H Tk.
k=1 k=1

1<i<j<n
n
a. Calculer Zx% en fonction de o1 et 9.
k=1
n
b. Soit P = Z arp X" € C[X] admettant 1, - - -, z, pour racines (distinctes ou non).
k=0 a
Montrer que g9 = —— Donner une forme factorisée de P.
Qan
c. Soit P =2X*—-3X2%2+5X — 1. Déterminer la sommes des carrés des racines de P dans C.
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LES BONS REFLEXES

Y1 11 est parfois préférable de se placer dans C[X] avant de revenir dans R[X]
"I La division euclidienne de polynémes permet de se ramener & des polynémes de degré inférieur.

"X La formule de Taylor permet d’écrire les polyndémes comme somme de puissances de polyndémes de
la forme X — a.
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