Feuille 7

FEUILLE 7 : CONTINUITE - DERIVABILITE

I EXERCICES TECHNIQUES

Exercice 1
Etudier la limite en a € R des fonctions f suivantes (on distinguera éventuellement limite & droite et
limite & gauche) :

24+ x—2
a. f(.%'):ﬁ, 0/:1
r—1
b. = =1
fa) =55
vVe+1—2
C. f(.T):W, (Z:3
2?4 |z
. T 1,0, -1 ~
d f($> .’172—|13’7 ae{ 707 , 100, OO}
e. f(z)=2z*(1+sin ), a = +o00
vVe+2-2
f. x) = , a €42,+
i@ V2 +x+3—v22+5 { J
sin x
g f(x)ziﬁ_cow, a=0
_ sin(3x) oo
. f(m)_l—Qcos(az)7 =3

Exercice 2
Calculer les dérivées n-éme des fonctions suivantes (n € N¥) :

¢ )=
do @)=
e f#) =1

II EXERCICES SUR LA CONTINUITE

Exercice 3
Montrer a I’aide de la définition que la fonction inverse est continue sur R*.

Exercice 4
Etudier la continuité en 0 de la fonction f définie sur R par :

fla) = x—k;’ six#0

-1 sizx=0
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Exercice 5
On considére la fonction f définie sur R par

f(z) = |z] + (z — |])”

Déterminer I’ensemble sur lequel f est continue.

Exercice 6

Montrer que I’équation z°

= 2% + 1 admet au moins une solution strictement positive.

IIT EXERCICES SUR LES LIMITES

Exercice 7
Pour un réel m fixé, on considére la fonction f,, définie par

fm(z) = Va2 + 2z -3+ ma

a. Justifier que f est définie aux voisinages de +00 et —oo.
b. Montrer que la courbe de f,, admet des asymptotes en oo, et les déterminer en fonction de m.

On rappelle qu'une droite d’équation y = ax + b est asymptote en +oo (resp.—oo) a la courbe repré-
sentative d’une fonction f si lim (f(z) —ax —0b) =0 (resp. lim (f(z) —ax —b)=0)
T—>+00 T—>—00

Exercice 8 )
Soit m € R. On considére la fonction f définie sur R\ {2} par
(m+1)z% + 3z

fla) = 5"

Etudier les limites de f aux bornes de son domaine, en discutant suivant les valeurs du paramétre m.

Exercice 9
Soit f une fonction de R® admettant une période et une limite finie en +oo.
Montrer que f est constante.

Exercice 10
Déterminer les limites suivantes :

ver+1-—1

a. lim
z—0 \/E
. tanx—1
b. lim ————
. e’ —1
c. lim

z—0 111(1 — ﬂ?)

SN+z—-—V1—=x

d. lim
x—0 i
. sin x —cos x
e. lim ———————
s _
T—=g xr 4
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EXERCICES SUR LA DERIVATION

Exercice 11
Soient f et g des fonctions dérivables sur un intervalle I et a € I.
On suppose que f(a) = g(a) = 0. Montrer que si g'(a) # 0, alors
/
@) f)

v=ag(z)  g'(a)

(Cette propriété s’appelle régle de 'Hopital)

Exercice 12
Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction :

f:x Arcsin(l — 23)

Exercice 13
Soit n € N*. Montrer que la dérivée n-éme de la fonction f définie sur R par

1
est de la forme : Py ()
(n) — n\x
() (1 + 22)nH

ou P, est une fonction polynomiale.

Exercice 14
Soit n € N*. Calculer la dérivée n-éme de la fonction f dans les cas suivants :

f(z) = cos(3x)

f(z) = cos®x

f(z) = In(z)

f(z) = 2" 'in(x)
()

Exercice 15
Montrer que la fonction f suivante est de classe C*° sur R :

_ e_z% sixz#0
f(x)_{() sizx=0

Exercice 16

. En utilisant le TAF, montrer que

V:IZE[O,%}, sin x <

. En déduire que :

2

Vx € [O, g} , xcosx < 71LG
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Exercice 17

a. En utilisant le TAF, montrer que

c. Montrer que la suite (S,,) converge.

Exercice 18
Déterminer I’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes en précisant le domaine sur
lequel elles sont définies, et déterminer s’il en existe qui sont définies sur R :

LES BONS REFLEXES

i DERIVABLE = CONTINUE (et pas le contraire!!!!).

"I Pour calculer une dérivée n-éme, on transforme la fonction pour se ramener a une fonction usuelle,
ou on utilise la formule de Leibniz.

: : 0 :
I Pour lever une indéterminée de la forme 0 en un réel, on peut se ramener a un taux d’accroissement.
. a1y . &) .
"I Pour lever une indéterminée de la forme —, on peut factoriser.
00

"I Pour montrer une inégalité, on peut utiliser I'TAF.
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