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Feuille 2 - Indications

® - 0 & 0

FEUILLE 2 : CALCULS ALGEBRIQUES - TRIGONOMETRIE

EXERCICES TECHNIQUES

Exercice 1
Simplifier les expressions suivantes :

a i;(onremar uera que pour k > 0 ;—E_L)
i CRRY anerm e P Rkt D)k k41
(e g "1 n 1 [T (k+1)2

b. > -y c.Zln(l—i—) a0
k:1n+1+k k:1n+k k=1 k IT(k—1)2

k=2

Exercice 2
Calculer les sommes suivantes :

Al .
a. > 5 b Y M onA={i.)eNLiti<5) e Y (i+])
iretost? (if)eA 1<i<j<4

Exercice 3
Résoudre les systémes suivants :

a z+y=0 3+ 2y =—-1 c T =2y
"l 2z—y=1 "l 22 —-3y=4 lr—2y=2
z+y+z2=0 r—y+3z=1 rT4+2y—2z2="7
d.{ 22+y—22=-1 e.{ dr—2y+82=5 f.¢ 3x—4y+32=0
2r+3y—z=1 2r+y—2=2 3z +y =2

Exercice 4
Résoudre les inéquations suivantes :

a.|r—1] <2 b.|z? + 3z +2| < 2 c. |2z +3| < |4 — g

d vV—224+2x+3>2x—-1 eex+1<V2—2z f.Va2+2x—-3<z

Exercice 5
Résoudre les équations suivantes :

V3cosz —sinz = —1
cos(3z) +sin(3z) =1
cos(2z) + V3 sin(2z) = 1

cos® x — sin®

r=0
cos?x —sin’x =1
2cos’x —cosz —1=0

1+ cos(2z) 4 cos(4z) =0

Exos PTSI - Sophie Touzet - Page 1sur 5



II

Feuille 2 - Indications

EXERCICES SUR LES SOMMES ET PRODUITS

Exercice 6
Déterminer le produit des n premiers entiers pairs non nuls H (2k)
1<k<n
et le produit des n premiers entiers impairs H (2k+1)
0<k<n-—1
Pour le second produit, décomposer (2n)! en fonction de la parité des entiers.

Exercice 7
Calculer les sommes suivantes :

a. Y 2% on A={(i,j) eN*i+j <n}neN

(i,7)eA

Ecrire la somme triangulaire, et calculer les sommes 1'une aprés 'autre.
b. )  (i+j)ouneN*

11

1<i<j<n
Procéder comme précédemment.

Exercice 8
n 2 n
Montrer que <Z k:) = Z K
k=1 k=1

Utiliser la proposition 3 du cours.
EXERCICES SUR LES INEGALITES

Exercice 9
Résoudre les inéquations suivantes :

z—1<+Vzx+2

a.
b. Vz+1>2—x
1
c. \/x2+3x—4§2—§$
1
d. \/3—x—\/x+1>§
e. Vr+6—Vr+1>v2x-5

f. Va2 +4< ‘\/m . 2‘

Ne pas oublier d’étudier les domaines de validité, et penser aux disjonctions de cas en fonction du signe
des membres des inégalités.

Exercice 10
Résoudre les inéquations suivantes, en discutant suivant les valeurs du paramétre réel m :
r—m

a. 5 >3-z Faire une disjonction de cas suivant le signe de m — 2
m —
m 1 < . : :
b. > — Se ramener a I’étude du signe d’un quotient.
z—1" =z
c. Vvz+m<3Im—=zx

Se ramener & l’étude du signe d’un polyndéme. Faire bien attention a la position des racines par
rapport au domaine de validité.
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Exercice11
Ondonne: —2<x<3et -1 <y<0.

x
Donner les meilleurs encadrements de x +y ,z—y ,xy et —

Yy
Exercice 12
Montrer que
r+y
V(z,y) €] —1,1[%, —-1< <1
(z,y) €] [ T

Exercice 13

Le plan étant muni d’un repére orthonormé, représenter graphiquement ’ensemble des points de coor-
données (x,y) tels que | |z +y| — |z —y| | < 2.

Se ramener & (z,y € R, puis faire une disjonction de cas.

Exercice 14
Résoudre I'équation |z + y| +y = | — y| — y et représenter graphiquement les solutions.
Faire une disjonction de cas suivant le signe de x +y et de x — y.

Exercice 15
Soient a et b des réels strictement positifs tels que b < a.
a+b

5 géométrique mo = Vab

Classer dans 'ordre croissant a, b, leurs moyennes arithmétiques m; =

. 2 1 1
et harmonique mg telle que — = — + —.
ms a b

Remarquer que (va — \/5)2 =a+b—2Vab >0

Exercice 16
Montrer les résultats suivants :

a. ¥(m,n) € (), {ernJ N {n—erl

2
Faire une disjonction de cas suivant la parité de m +n

x+1

b. vxem,mﬂ J:m

Faire une disjonction de cas suivant la parité de |x].

c. YneN" VzeR, {L?JJ = |x]

IV EXERCICES DE TRIGONOMETRIE

Exercice 17
Montrer que

; (7r t) cos(2t)
an(— —t)=———"—
4 1 + sin(2t)

Utiliser les formules du cours.

Exercice 18
Soient (a,b) # (0,0),w € R, et f définie sur R par :

f(z) = acos(wx) + bsin(wx)
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b
VaZ + b2

a. Montrer qu’il existe ¢ € [—m, 7] tel que cos ¢ = et sinp =

a? + b?

2r=1

f(x) = Va? + b2 cos(wz — @)

Factoriser par /a2 + b? , et appliquer une formule du cours.

Penser a utiliser cos® x + sin

b. Montrer que pour tout réel z,

c. Résoudre dans R :
1. sinx —cosx > 1
ii. V3cosz —sinz <1

Appliquer la question précédente, et utiliser un cercle trigonométrique pour conclure.

Exercice 19

a. Montrer que pour tous réels a et b :

cosa + cosb = 2cos LM cos a—b cosa — cosb = —2sin L—i_b sin a—>b
2 2 5 5
sina + sinb = 2sin (a—2l—b> cos <a;b> sina — sinb = 2 cos (a;—b) sin (a;b)

a+b+a—b (b a+b a-—b
2 2 VT 2
b. Résoudre les équations suivantes :

i. cos(3x) — cos(bz) = sin(6x) + sin(2z)

ii. sin(2z) + sin(4x) + sin(6z) = 0

Ecrire a = , puis appliquer les formules du cours.

Appliquer judicieusement la question précédente.

Exercice 20

Exprimer ...

a. (cosz +sinx)® .. en fonction de sin(2z)

sin(3x cos(3x .
b. ( ) + (32) ... en fonction de cos(2x)

sin x cos x

. COS & . x
c. sinz,cosz,tanx et ———— ... en fonction de tan —

1+sinx 2

Il suffit d’utiliser intelligemment les formules du cours.

Exercice 21

Résoudre dans R I’équation

1+cosz
1 — cos(2x)

Exercice 22

Donner la valeur exacte de . o
COS 75 + slh {5

s : s

COS 19 — S1n 19

Penser a 'exercice 18
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Exercice 23

a. Vérifier que pour tous réels a et b :

2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)

Direct
s s 3 %8 67
b. Montrer I’égalité : 2sin — - — — | =sin —
ontrer l'égalite Sin - (cos - + cos - —+ cos - sin -
Avec la formule précédente, on a directement le résultat.
2 3
c. En déduire la valeur exacte de : cos g — cos 77r + cos 77r

Exercice 24

a. Vérifier que pour tous réels a et b,
2cosacosb = cos(a+ b) + cos(a — b)

b. On suppose que a + b+ ¢ = m. Montrer que

i+ sinb 4 si dcos @ b c
Ssin a Sin SN C = 4 COS — COS — COS —
2 2 2

Utiliser la question précédente

c. On suppose que a + b+ ¢ = w. Montrer que
tana + tanb + tanc = tana tanbd tanc

Utiliser la formule : tana + tanb = tan(a + b)(1 — tana tanb)

LES BONS REFLEXES
"M Avant de résoudre une inéquation, toujours étudier le domaine de validité de I'expression.

I Avoir toujours en téte que :

VeeR, |z|]<z<|z]+1
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