TD 19 Correction

TD 19 - FONCTIONS A PLUSIEURS VARIABLES

1. Etudier lexistence et la valeur éventuelle d’une limite en (0;0) pour les fonctions suivantes, définies
sur un ouvert U de R? :

ry
22 4 2y + y?

1
Yy # 0, f(0,y) = 0; Ve £ 0, f(x,x) = 3 donc f n’a pas de limite en (0,0).

a. f(w;y) =

sin zshy
b. f(z,y) = ——
zy
B R sinx shy
V(x,y) € (R*)?, f(a,y) = h(z,y)g(z,y) ou h(z,y) = et gz.y) ===
lin%) S 1, donc par composition, h : (z,y) — x — ST o dmet pour limite 1 en (0,0).
T— xr X
. shy . shy o
hn%] —= =1, donc par composition, g : (z,y) — y — — admet pour limite 1 en (0,0).
y=0 Yy Y
Par produit, f admet pour limite 1 en (0,0).
2
x
c. f(z,y)=
flay) = — ”

Yz # 0, f(x,0) = z donc si f admet une limite en (0,0), c’est 0; or Va # 0, f(z,z? — z) = 1 donc f
n’admet pas de limite en (0,0).

e —1

d‘ f(x7y): em_l
fa.y) = Ltay+ayeley) -1 _ y(+ezy) o lim £(t) = 0
W I st ae(a) — 1 The@ i :

Par composition, (z,y) — xy — 1 + £(xy) admet pour limite 1 en (0,0), donc par produit,
(z,y) — y(1 + e(xy)) admet pour limite 0 en (0,0);

par composition, (z,y) — x + 1 + e(z) admet pour limite 1 en (0,0).

Finalement, par quotient, f admet pour limite 0 en (0, 0).

3,4
_ Y
€. f(1:7y) - 1‘8+y6
3 4
Xl|1|Y |3
On note (o) = (o*,5°) et (X.¥) = s
X,V)|its
9(X,)Y) < W = [|(X, Y)H% donc g admet 0 pour limite en (0,0).
On a: |f(z,y)| = g(u(z,y)), donc par composition, f admet 0 pour limite en (0,0).
4
Ly
f. = —
f(@,y) P
Soit a > 0; Vo # 0, f(x,z%) o P 2 [z, x%) 131_% f n’a donc pas de limite
i ; Va z,2%) = ——. Poura= -, ona f(z,z%) = -
O o ) ) ) $4 + xGa 37 Y 2 ) p

en (0,0).
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2. Etudier la continuité en (0;0) ainsi que I'existence et la continuité des dérivées partielles premiére en
(0;0) pour les fonctions de deux variables réelles suivantes :

a. f(x;y) = xysin (ﬁ) ,  f(0,0)=0

|f(x,y)] < |2yl < ||(z,9)]|* donc f est continue en (0,0).

On remarque que Y(x,y), f(z,y) = f(y,x); on peut donc faire I’étude par rapport a la premiére va-
riable, le résultat sera le méme sur la seconde.

f(h,0) = £(0,0)

of of
7, (0:0) = 5, (0,0) = 0.

Y(x,y) # (0, O) par produit et composée de fonctions usuelles, f admet une dérivée partielle par rap-

t 3 (2, y) qui ¢ 8f( ) i 1 2%y 1
ort & z en (x, ui vaut : ——(x,y) = ysin — cos | —5 |-

= 0 donc f admet des dérivées partielles par rapport a = et y en (0,0) qui valent :

2 +y z? 4y
La dérivée partielle par rapport & y s’obtient en intervertissant x et y dans la précédente.
3f ) 1 1 1 1 :
Vo # 0, (33 x) = wsin <23;2> — 5 08 <2x2> En prenant x = W,n — 400, on obtient

of B of -
a—x(x,a:) = —y/nm donc 5g L2 Pos de limite en (0,0).

Finalement, les dérivées partielles ne sont pas continues en (0, 0).

23yt
xt + 98’

b. f(z,y) = f(0,0)=0

X[ |V s

On note u(z,y) = (2* yj et g(X,Y) = X ive
3

|(X, )]+
9(X,Y) < TXE = [|(X,Y)||s donc g admet 0 pour limite en (0,0).
On a: |f(z,y)] = g(u(x,y)), donc par composition, f admet 0 pour limite en (0,0), elle y est donc
continue.

f(h,O)*f(0,0) f(O,h)*f(0,0)

h
of of
—(0,0 0,0) = 0.
0.0 = 50.0) =
Y(x,y) # (0,0) par produit et composée de fonctions usuelles, f admet une dérivée partielle par rapport
6,4 2,10
-z Yy~ + 3r7y
(t +y0)?

=0, = (0 donc f admet des dérivées partielles par rapport a x et y

en (0,0) qui valent :

axen (z,y) qui vaut : g“;(x,y)

of

3y5 + 3zy's
O D= <
na b$@wﬁ_

. En notant v(z,y) = R ona:
T )

£L‘6y4 4 3£U2 10
(x4 4 45)2

lv(z,y)| < 4H(x,y)|]§ donc v admet 0 pour limite en (0,0); comme

o (@] < Io(ute. )] on en

déduit que g admet pour limite 0 en (0,0) donc que gf est continue en (0,0).
T

X
Y(x,y) # (0,0) par produit et composée de fonctions usuelles, f admet une dérivée partielle par rapport
. (2,1) qui vaut 3f( ) 4a7y3 — 2239”
ayen (x, ui vaut : —(x,y) = ——F——5—
Yy Yy) d By Y (x4 02

of Alz|ly[? + 2|2[*|y|®
On a: Ly)| <
o '&y(x y)’_ (2% 4 y°)?
Al [y] + 2fa]2 [y
En notant w(z,y) = na:
(22 + ¢2)?

lw(z,y)| <6|(x, y)||% donc w admet une limite en (0,0) ; comme

af(d:,y)’ < |w(u(z,y)| on en déduit
Y

- Sophie Touzet - Page 2 sur 4



TD 19 Correction

que of admet pour limite 0 en (0,0) donc que o1 est continue en (0,0).

oy dy
e f(z,y) oy £(0,0) =0
Sflryy) = ———— =
7y $2 _|_ y2 _ wy? 9y
2 2 4 4
|f(z,y)| = 1y <2 y < 4yl < —||(z,y)|| donc f est continue en 0.
_z)\2 3,2 7 3,52 3 3
y—3) +ie 1
h,0) — f(0 0,h) — f(0,0
f(h,0) = £(0,0) =0, 10, 1) - 1(,0) = 0 donc f admet des dérivées partielles par rapport a x et y
0 0
en (0,0) qui valent : 8—£(0,0) = 8‘;(0,0) =0.
V(x,y) # (0,0), par quotient de fonctions usuelles, f admet une dérivée partielle par rapport & x en
(0.9) qui vaut s 2 (g, = 2TV
T ui vaut : = (z,y) = :

of

Vo # 0, == (z,x) = 1 donc la dérivée partielle de f par rapport & = en (0,0) n’est pas continue.
x

Y(x,y) # (0,0), par quotient de fonctions usuelles, f admet une dérivée partielle par rapport a y en

(@) v vant s 2L ) = W
T ui vaut : =—(z,y) = ;
,Y) a oy T = B g
0
Yz # 0, a—f(x, 0) = 1, donc la dérivée partielle de f par rapport & y en (0,0) n’est pas continue.
Y

3. Déterminer les extrema locaux des applications f suivantes, définies sur R? :
a. fz,y)=2"+y°
(0,0) est 'unique point critique.
Yz, f(z,0) — £(0,0) = 2% qui n’est pas de signe constant pour z au voisinage de 0;
(0,0) est donc un point col.

b. f(z,y) = 32% 41> + 22°

(0,0) et (—1,0) sont les points critiques.
6412z 0
Hy(z,y) = 0 5 donc :

— det (Hf(0,0)) > 0 et tr (H¢(0,0)) > 0 donc f(0,0) est un minimum local.
Autre méthode :
2 3
f(z,y) — f(0,0) = 322 (1 + 333) +y* >0, pour |z| < 3

On a donc bien un minimum local en (0, 0).
— det (Hs(—1,0)) < 0 donc (—1,0) est un point col.

Autre méthode :
3
f(=14h,0)— f(—1,0) = h*(2h—3) < 0 pour |h| < 5 et f(=Ly) = f(=1,0) = y* > 0 pour y # 0.

(—1,0) est bien un point col.

c. flz,y)=2"+ay—y°

1 1
(0,0) et <12, —6> sont les points critiques.

2 1
He(x,y) = donc :
(@) (1 _6y>
— det (Hf(0,0)) < 0 donc (0,0) est un point col.

Autre méthode :
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£(0,y) — f(0,0) = —y> qui n’est pas de signe constant pour y au voisinage de 0;
(0,0) est bien un point col.

1 1 1
— det Hf(ﬁ’ —6)> > 0 et tr (H¢(0,0)) > 0 donc f <12, 6
Autre méthode :

1 1 11 1 1\? 1
f<12+h,—+k>—f< —>:h2+hk+2k2—k3:<h+2k> +k2<4—kz)20pour

> est un minimum local.

6 12" 6
1
k| < -.
M <3 1
On a donc bien un minimum local en <12, —6>.

f(z,y) = 52° + 1023y + 9y + 3y
)

Yo
0.0 et (50—

Remarque : le déterminant de la matrice hessienne est nul pour les deux points critiques !

sont les points critiques.

f(z,0) — £(0,0) = 5z° qui n’est pas de signe constant pour x au voisinage de 0;
(0,0) est un point col.

1 5 1 5 5 5
f (az — 3 —12> —f (—27 —12) = 523 <x2 — 3% + 3> qui n’est pas de signe constant pour z au

voisinage de 0;
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