T.D. 12 : Espacesvectoriels CORRECTION

1. Les ensembles suivants sont-ils des espaces &E®r
Si oui, en donner une base et un supplémentaire.

) Er={(x;y;2)0R* x+y—-z=0}Vect{(1;0;1);(0;1;1)}
Soit Hy = Vect{(1;0; 0)} ;E,0H, =R®
(il faut vérifier que la famille {(1;0; 1) ; (01 ; 1) ; (1; 0; 0)} est bien libre.)

i) E2={(x;y;z)0R*/ x+y—z=1}estpas uns-e-vde®car(0;0;0)E,

i) Bs={(x;y;z;)0R*/x+y—-z=0}=Vect{(1;0;1;0);(0;1;1;0);(0;®; 1)}
(il faut verifier que la famille {(1;0;1;0)(0;1;1,0),;(0;0;0; 1)} estbien libye.
Soit Hs=Vect{(1;0;0; 0)} ;E,0H, =R*

(il faut verifier que la famille {(1;0;1;0)(0;1;1,;0);(0;0;0;1);(1;0;0)}@st
bien libre.)

iv) Es={(x;y;z;t)OR*/x+y =0o0u2x+z+t=0§est pas un s-e-v de* :
u=(1;-1;0;01E,;v=(0;1;0;0)0E, ; maisu+\IE,.

V) Es={(x;y;z;)0R*/x+y =0et2x+z+t=0}Vect{(1;-1;0;-2);(0;0;1;-1)}
Soit Hs=Vect{(1;0;0;0);(0;1;0;0)}E 0H,=R*
(il faut vérifier que la famille {(1,;-1;0;-2)(0;0;1,;-1);(1,0;0;0);(0;1;@)}
est bien libre.)

vi) Es = {POR, [X]/ P(0) = 0} = Vect{X ; X%}

Soit Hs = Vect{1} ; E; 0 H, =R,[X]
vii) E7 = {POR,[X]/ P(0) = 0 etP (1) = 1} n'est pas un s.e.v. d&,[X| car P = 0JE, .

viii) Eg = {POR, [X]/ P(1) = P(-1) = 0} = Vect{ X* -1}

Soit Hs = Vect{1 ; X} ; E;0H; =R ,[X]
(la famille {1 ; X ; X* — 1}est libre, car échelonnée en degrés).

iX) Es={POR,[X]/ P(1) = P(-1) = 0} = Vect{ X°~ X ; X* - 1}

Soit Hy = Vect{1 ; X} ; E; 0 Hy =R,[X]
(la famille {1 ; X ; X*— 1 ; X — X Jest libre, car échelonnée en degrés).
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2. Les familles suivantes sont-elles libres ?

i) DansR*:{e; &;e}telsque:e=(1;-1;0;1),£=(0;2;-1;1),&(-2;1;-2;0) Libre

i) DansR”* :{e;; &; ex}telsque ey =(1;-1;0;1),2=(0;2;-1;1),&=(1;-5;2;-1 Liée
(s=ea—2e).

i) Dans R® : { fy; f2; fa} tels que §(x) = ch(x), &(X) = sh(x), &(X) = €. Liée (k="f +f)
iv) DansR" : { fy; f,; fa} tels que £(x) = ch(x), B(X) = sh(x), §(x) = €*. Libre
(Mf,+Af,+Af,=0) = (OXOR 2N ¥ +(A #A )& +(A =1 )= 0

= (OyOR,, 20,y +(A,+1,) Y +(A, =2 ,) = 0)

Le polyndme2i,X* +(A, +A,) X?+(A,=A,) ayant une infinité de racines, il est nul.

On en déduit qué\,=A, +A,=A,—A,=0, et par suite qua, =A, =A,=0.
v) DansR[X] : {X; 1;X*~1; X(¥X - 1)}. Libre (famille échelonnée en degrés ).

vi) DansR[X] : {X+1;X-1;X —1}.Libre
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