T.D. 1: Logique - Raisonnement CORRECTION

1. On considére la tautologiA suivante :
« Quand je suis en cours, mon portable est éteint »
On noteC l'assertion « je suis en cours »Pefassertion « mon portable est allumé ».

a) Donner un équivalent dea I'aide deC, P et des opérateurs logiques < (C:> —|P)

b) Dans les cas suivants, écrire des assertianssva I'aide d® et C ( hormis les tautologies
PV IPet Cv IC ©):

- Je suis en cours c: Ip; (CA—IP) : (C\/—|P) ; (CVP)

- Mon portable sonne P ; Ic; (PA—|C) ; (P\/—|C) ; (CVP)
c) Exprimer a I'aide d® et C une assertion qui illustre : « Je suis mis a lagpor. C A\ P
Que peut-on en penset.2ssertionA etant une tautologie, I'asserti@A P est fausse.

d) Donner la contraposée de I'assertion
Quand mon portable est allumé, je ne suis pas @rs co

e) Donner la réciproque de I'assertidn
Quand mon portable est éteint, je suis en cours

2. Soitf une fonction réelle.
Traduire par la phrase la plus concise possiblpresositions suivantes :

) OxOR, f(x)=0 f est la fonction nulle
iy OxOR, f(x)#0 f ne s'annule pas suit
i) XOR, f(x)=0 f s’annule surR

iv) XOR,Oy0OR, f(X)< f(y) fadmet un minimum
v) DxOR,OyOR, f(X)< f(y) f n'admet pas de maximum

3. Montrer, avec une table de vérité, que la propsgéteante est une tautologie :
(p=g)A(a= NA(r=p)=(pe g )

L'assertion p< q< r est vraie si, et seulement si p, q et r sont sanélnent vraies ou
simultanément fausses.

plaglr|p=d|a=r|r=p | (p=qA(q= NA(r=p
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4. Montrer quea est pair si, et seulementaSiest pair.

=) Siaest pair, il existg tel quea = 2p, alorsa’ = 4p’ est pair

<) Siaest impair, il existg tel quea = 2p + 1, alorsa? = 4(p° + p) + 1 est impair
Ainsi, sia est impair, alors® est impair. Par contraposéeaSkest pair, alora est pair.

5. Monter quelln—g est un nombre irrationnel.
n

Raisonnons par I'absurde :

. In2 I . . .
Si ﬁDQ, alors il existg etq des entiers naturels non nuls (In 2 et In 3 &astréels
n

strictement positifs), tels qullg—é =£. On adoncpIn(3) =qIn(2) donc 8=21,
n

g étant non nul, 2est pair.

Montrons par récurrence que pour tout entier napyré® est impair :

C’est vrai poup = 0.

Soit un entier natured ; supposons”3mpair.

Alors, il existe un entiek tel que 8= 2k +1, d’ot 3" = 2(F + 1) + 1 est impair.
Par principe de récurrence, on a biéest impair pour tout entier natuge|

Ainsi, on a 8 =2 avec 8impair et 2 pair. On a donc une contradiction, d’OJ%In:—gﬂQ
n

6. Soientpy, P2, ... , & des nombres premiers.
Montrer quep, X p, %X...x g, +1 n'est divisible par aucun des

Sip; divise p, x p,%...x p. +1alors il existe un entiartel que p, x p,x...x p +1= pn,
alors : p (n— px..x p,x p,;x..x p)=1, ce qui est impossiblgi(étant un nombre
premier, il est strictement supérieur a 1).

Que peut-on en déduire ?
Si I'ensemble des nombres premiers est fini (notedp;; p,;...; B} ), alors l'entier
P= pxp,%...x g +1est strictement supérieur a tous les enfierst n’est divisible par

aucun d’eux. C’est donc un nombre premier, supésaawplus grand des nombres premiers,
ce qui est contradictoire.
L’ensemble des nombres premiers est donc infini
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