Analyse - Feuille 7

ExXos ANG - FONCTIONS A PLUSIEURS VARIABLES

Exercice 1
Etudier la continuité de f, 'existence et la continuité des dérivées partielles premiéres de f pour les
fonctions suivantes :

In(1+x .

U= R (y) — W si (z;) € U —{(0;0)}
0 si (2;y) = (0;0)

ou U = {(z;y) € R*/zy > —1}.

10- . r(1-y) siy<uz
.f]071[2—>R7($7y)'_>{ (1_33):1/ siy>x

Exercice 2
Etudier I'existence d’une limite en (0;0) de :

In(1 + zy)
1+ 2)In(1+y)

f(z,y) = In(

Exercice 3
Pour chacune des fonctions f suivantes, définies sur R?, étudier la continuité en (0;0) ainsi que l'exis-
tence et la continuité des dérivées partielles premiére en (0;0) :

L/ o) = 2 si (2.y) £ (0:0)
L = s s ) £ (050) 2.{ W= sy £ O
f(0;0) =0 f(0;0) =0
x2y . ) N sin(zy) -
f(0;0) =0 f(0;0) =0
Exercice 4
On considére la fonction
xy(z? — y?)
R SRy ] a2ggp S @00
0 si (z,y) = (0;0

1. Etudier la continuité de f en (0;0).

. Etudier 'existence et la continuité des dérivées partielles premiéres de f en (0;0).
0% f 0% f

oyox (00 et 0xdy

. Calculer les dérivées partielles secondes (0;0). Que peut-on en déduire ?

Exercice 5
Déterminer les extrema des applications f suivantes, définies sur R? (préciser s’ils sont globaux) :
1. f(z,y) = ot + yt — 22 + 42 2. f(z,y) = 2° 4 3zy® — 152 — 12y

3. f(my)=a"+ay+y*+22+3y 4 f(zy)=2"+y° +2°
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Exercice 6
Déterminer le maximum sur [0; 1] des fonctions f suivantes :

T+y
(14 22)(1+y?)

l.f(w,y): 2.f(w,y):x2+xy—y3

Exercice 7
Soit f: (z,y) — (x4 y) (@ +y* — 2z — 2y — 2).

. Montrer que f s’annule sur la réunion d’une droite et d’une courbe a déterminer.

Déterminer le signe de f(x,y) en fonction du lieu de (z,y).
Déterminer les points critiques de f.
Soit K = {(x,y) € R?/(x —1)? + (y — 1)*> < 4}. Déterminer les extrema de f sur K.

Exercice 8
Déterminer les bornes supérieure suivantes :

1. Sup sin xsin y sin(z + y) 2. Sup 2?y? (2? + )
(,y) € [0; +oo[? (,y) € [0; +oo[?
0<z+y<m 0<zx+y<2

Indication : Pour la seconde, on pourra utiliser : f(z,y) = (zy)?((z +y)? — 2zy).

Exercice 9
Soit f une fonction de classe C? de R? dans R. On appelle laplacien de f la fonction :
o*f  0°f

=00 oy

. Donner 'expression du laplacien en coordonnées polaires.

. La fonction f est dite harmonique si son laplacien est nul sur R2.

Déterminer les fonctions harmoniques isotropes ( ne dépendant pas de I'angle polaire 6).

Exercice 10

of  of _y
. Résoud Ry iz~ +y—=2
ésoudre sur (R7) e +y oy o
en employant le changement de variable (u = Q7 v =1+ y2).
x

0 0
. Puésoudresuerr><R:a;—f—i—y—f:\/9U2—i—y2

ox oy
. Résoudre sur R? : 28—f + BQ = zy,
ox oy
en employant le changement de variable (u = z,v = 3z — 2y)
/ 2 (92f T 2
. Résoudre sur R* : 920y =2y+e” avec Vr € R, f(2,0) = 2%, et Vy € R, f(0,y) = 3y.

Exercice 11
Déterminer les applications f :]0; +o0o[— R de classe C*, telles que, en notant :

FH)0; +00fP = R, (z,y) = F(z,y) = f (%)

on ait :

) €los ooy (G - G wn)) + Fla) =1
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