Analyse - Feuille 3

Exos AN2 - SERIES NUMERIQUES

Exercice 1

Etudier la nature des séries E u, dans les cas suivants :

n>1
n? T 1\" (2n)!
i |

4. u, = fi 5. u, = % 6.u, = 2In(n® + 1) — 3ln(n? + 2)

n2 +cosn n
7. up = In(n+7) — In(n + ¢) 8 —/1tndt o. (=LY

cUp =In(n+7) —In(n +e CUp = e o G
3:6-9...(3n) a” 1
10. = 11. = ——(aeR") 12. = e R
tn nn T T e (a ) U Tnn (In(In(n)))*’ (0 €R)

Exercice 2
Montrer que les séries suivantes convergent, et calculer leurs sommes :

—2n 2 2
1.26 2n .4 2Zm 3.Zln(1—l—n(n+3)>

n>0 n>1 n>1

1

a . '
4. B onZ L 1in 16 5. Zln <cosz—n) ou a € )0; 7|
n>0 n>1

Exercice 3

Soit g an une série positive convergente. Donner la nature des séries suivantes :

1Y a? 2. Vananit 3.y

1+a,

Exercice 4

1. Soit (a,) une suite de réels positifs décroissante, de limite nulle.
Montrer que la série de terme général (—1)"a,, est convergente.

Indication : Montrer que les suites des sommes partielles (Sa,) et (S2,+1) sont adjacentes.

_1)n
2. Déterminer la nature de la série Z (1>
nn

(=D"
n+ (—1)nt
a. (uy) vérifie-t-elle les hypothéses de la question 17

(=D"

3. On considére la série de terme général u,, =

b. Déterminer v, = u, — , pour n € N*,

c. Etablir la convergence de Z Upy.-
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Exercice 5

En utilisant une conmparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de In(n!).

Exercice 6

+o0o
1
1. En utilisant le théoréme de Taylor avec reste intégral, montrer que Z i e.
k=0
=1 1
2. Montrer que Vn € N*, R,, =
k' = n-n!
k=n+1

Exercice 7

Montrer que les séries E Uy, suivantes convergent, et déterminer leur somme, a 1’aide d’un produit de
Cauchy :

B L (—1)k n+1
1‘“”_;_()3k(n—k)! 2. U, = I

Exercice 8

On considére la suite (uy,),>1 définie par :

n

! 1
Uy = — —Inn.
" k
k=1
En considérant la série de terme général v,, = u,+1 — uy,, montrer que la suite (u,) converge.
La limite de cette suite se note -y, appelée constante d’Euler.

Exercice 9

X1
1. Mont : — o~ .
ontrer que Z 2
k=n+1
=1
2. On note Vn € N*,d,, = 5
k n
k=n+1
+00 1
a. Montrer que d,, = Z m
k=n-+1
-1

b. En déduire que d, —‘:o/o ]
+oo
1 1 1 1
Remarque : On a montré que Z == + 0400 <>
- n

k2 n  2n2? 2
k=n-+1
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