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EXERCICE 1

On considére la série de terme général u,, = , pour n > 2.
n

nd —

. Montrer que la série g Uy, est convergente.
1

Ona: wu, ~ —.
n——+oo N3

1 . . . . .
E — est une série de Riemann convergente donc E Uy, converge par comparaison de séries positives.
n

. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F' =
1 1 1
F=——
X tax -1 Tax + 1)
. En déduire la somme de la série Z Uy -
n>2
D’apres la question précédente, on a :

Vn > 2 1 1 1 1/1 1 N 1/1 1
n Uy = — — )= == = Uyt — U ol v, =-[—-— .
-7 " o2\n+1 n 2\n n-1 et " " 2\n n-1

g Uy, est donc une série télescopique.

X3 -X

“+o00
. ’ N — — 1
Comme ngrfoo v, = 0, on en déduit que Z uy, converge et que ZQUW, = —Vy = 1
n—
EXERCICE 2

On considére la fonction F' définie sur [0, 1 par

T t3
P = [ e

. Justifier que F est dérivable sur [0, 1] et donner 'expression de F’(x) pour = € [0, 1].

73

(]_— —)(12) St ¢ ntin sur [ 71[/ on en déduit que } est dériva ble sur [071[ d’apr‘s 1

X +x u (5] e
3

x

théoréme fondamental de I'intégration, et que Vz € [0, 1], F'(z) = EETSE
—x x

3
(1-X)(1+X?)

. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle , et en déduire I'expression de

F(z) pour z € [0, 1].
X3 11X
(1— X)(1+ Xx2) 1-X) " 201+ Xx2)
1 1 2x

(
1 1
On écrit, pour « € [0,1[,F'<1x> = X T T T2 Ty X e b omobtient:

1 1
Ve e[0,1], F(x)=—-z— 5 In(l —2) — 1 In(1 + z?) + iArctan(m)
. Effectuer un DL3(0) de F'(x).
1 2?2 23 15, 1 a3 3 . 3
Flz) = —2—-|—2—— — — — T tsle— g +o(z”) d'ou F(z) = o(x?).

z—0 2 2 3 z—0

. Retrouver le résultat précédent a I’aide d’un équivalent de F’(x) au voisinage de 0.
F'(z) ~ 23 done F'(x) = o(z?) ; le théoréme de primitivation donne F(z) = o(z?) (car F(0) = 0).
T— T— T—

=1
3

1



EXERCICE 3

Soient n € N* et (S,,) définie par :

n
1
* — —
VneN,Sn—E:k
k=1
1.a. A laide d’'une comparaison somme - intégrale, montrer que :

Vn e N* In(n+1) < S, <1+In(n)

1 Mlae 1
La fonction inverse étant décroissante sur |0, +oo[, on a, pour tout k € N*: —— < / <
k

n

donc, pour tout n € N* : Zk+1_2/ k

n+1 dt
Ainsi, par la relation de Chasles, Vn € N*, S, 11 —1 < / " <S,.
1

On conclut que Vn € N*, In(n+1) < S, <1+ In(n).

b. En déduire un encadrement de pour n > 2, puis un équivalent de .S,, au voisinage de +oo.

In(n+1) Sn 1+ 1In(n)
In(n) = In(n) = In(n)

Sn
In(n)

On déduit du résultat précédent que pour n > 2,

1 1) In(n)+ml(1+1 In(1+2 1+1 1
Comme n(n + ) n(n) +1n (1+5) = 1+u 1et +In(n) = +1 — 1,
In(n) In(n) In(n) n—o+oo In(n) In(n)  n—o+oo
par le théoréme d’encadrement, on en déduit que lim =1, puis que S,, ~ In(n).
n——+00 ]n(n) n—-+o0o

2. On pose :
. 1 1
VneN u,=——In{1+—
n n
a. Montrer que la série de terme général u,, est convergente. On note y sa somme.

1 1 1 1 1 1 1
Onau,=—-—-In{1+ — = —— | == +o0 et donc u,, ~ —=.
n n ) n—=+too n n  2n2? n2 noo 2n2

Or E — est une série de Riemann convergente, donc g u, converge, par comparaison de séries

n2
positives.
b. Montrer que :
Sn el In(n) +~v+o(1)
+oo
On a Zlun =, ce qu’on peut écrire kZuk et/ + o(1).
n 1

n

MalsZuk—S —El <k+1> = Sn—ln(n—i—l):S’n—ln(n)—ln<1+1) et comme
" n

téléscopage

1
lim In <1 + > =0, on aalors S, —In(n) = ~+4o(1)
n—+oo n n—+oo
On conclut que S, = In(n) + v+ o(1).
n——+00
(n)
3.D 1 1
onner la nature de la série Z 23,
n>1
N S In(n) 1
D’aprés ce qui précéde, S, Nete In(n), donc n2S, Lo 2

In(n)

n2s,

1
E — €étant une série de Riemann convergente, E converge, par comparaison de séries positives.
n

2



PROBLEME

Dans tout le probléme, N désigne un nombre entier supérieur ou égal a 3.

Un mobile se déplace sur les points d’abscisse 0, 1, ... , N d’un axe gradué selon les régles suivantes :
a l'instant 0, il se trouve en un des points d’abscisse 0, 1, ... , N ;

— pour tout entier ¢ compris au sens large entre 1 et (N — 1), si le mobile est au point d’abscisse ¢ & un

instant n (n € N), alors il se trouve a 'instant (n + 1) au point d’abscisse (i + 1) avec la probabilité
et au point d’abscisse (i — 1) avec la probabilité ]\7 i

?
Na

— si le mobile se trouve a lorigine & un instant n (n € N), il reste a l'origine a I'instant suivant ;

— si le mobile se trouve au point d’abscisse N & un instant n (n € N), il reste en ce point a I'instant

suivant.

I. Etude d’une suite de variables aléatoires

Dans cette premiére partie, le mobile se trouve au point d’abscisse 1 a I'instant initial 0.
Pour tout entier naturel n, on note X,, la variable aléatoire qui donne ’abscisse du mobile & 'instant

P(X, =0)

P(X, =1)
n ; de plus, on définit la matrice colonne U, par : U,=1.

P(X, = N)

ou P(X,, = k) désigne la probabilité de I’événement (X,, = k).

. Reproduire et compléter le schéma ci-dessous par les probabilités conditionnelles manquantes (au
nombre de 5) indiquées par un cadre vide.

—1] [ N —1
\‘." E ‘n\-
\ /“\(,, ‘ﬁ?/l\(«?{_ I/"_‘\IH/’_\( -u/‘"\(—\l
[ j\/\l/ DA =S = SaNPAGYat) Wit
_\,_l N—i ;'V—J'—]_
N N N

. Déterminer la loi de probabilité de X; , X2 et X3 (on pourra remarquer que, pour X3, il convient de
distinguer les cas N =3 et N > 4).
e Le mobile étant en 1 a 'instant initial n = 0, il ne peut étre qu’en 0 ou 2 & U'instant n = 1.
Les probabilités conditionnelles données par 1’énoncé donnent :
N -1 1
P(X;=0)= N P(X;=2)= N’ les autres probabilités sont nulles.
e Le mobile se trouve en 0 ou en 2 & l'instant n = 1. Ainsi les événements (X; = 0) et (X1 = 2)
constituent un systéme complet d’événements. De plus, le mobile se trouvant en 0 ou 2 a l'instant
n = 1, il ne peut se trouver a 'instant n = 2 qu’en 0, 1 ou 3.
La formule des probabilités totales donne :

N -1 N -1
P(Xy = 0) = P(x,—0)(X2 = 0)P(X1 = 0) + P(x,-9)(X2 = 0)P(X; =2) = 1 t0=—5

N —2 1 N —2
P(Xy =1) =Px,—0)(X2 = NP(X1 = 0) + P(x,—0) (X2 = )P(X; = 2) = 2N 1>< N; N
]P)(XQ = 3) = P(XI:O)(XQ = 3)]P)(X1 = 0) + P(X]ZQ)(XQ = B)P(Xl = 2) =0+ N X N m

Les autres probabilités sont nulles.

e Le mobile se trouve en 0, 1 ou 3 a U'instant n = 2. Ainsi les événements (X2 = 0), (X2 = 1) et
(X9 = 3) constituent un systéme complet d’événements. De plus, le mobile se trouvant en 0, 1 ou 3
a l'instant n = 2, il ne peut se trouver a l'instant n = 3 qu’en 0, 2 ou 3 si N = 3 et en 0, 2 ou 4 si
N > 4.



La formule des probabilités totales donne :
]P’(Xg = 0) = ]P(XQ:O) (Xg = O)P(XQ = 0) + P(X2:1)(X3 = O)]P)(XQ = 1) + P(X2:3) (Xg = O)P(XQ = 3)
g N-1 N-L N—2+0_N3—3N—|—2
- N N N2 B N3
P(X3=2)=
]P)(XQZO) (X3 = Q)P(XQ = 0) + P(Xg:l)(XS = 2)]P)(X2 = 1) + [P(X2:3)(X3 = 2)]P)(X2 = 3)
—O+lxN_2+N_3><i—3N_8
N N N2 N N2 N3
~ SIN=3ona:P(X3=3)=
]P(Xzz(]) (Xg = S)IP)(XQ = 0) + P(ngl)(XS = 3)P(X2 = 1) + P(X2:3) (X3 = 3)]P(X2 = 3)
2
Les autres probabilités sont nulles .
~ SIN>4:P(X3=4) =
P(x,=0)(X3 = 4)P(X2 = 0) + Px, 1) (X5 = 4)P(Xz = 1) + P(x,=3)(X3 = 4)P(X2 = 3)
3 2 6
Les autres probabilités sont nulles.

tO | N

Pour tout n de N et tout entier £ compris au sens large entre 0 et N, exprimer chacune des
probabilités P(X,,+1 = k) en fonction des probabilités P(X,, = 0), P(X,, = 1), ... , P(X,, = N).
Lorsque N > 4, on sera amené a distinguer lescas k=0, k=1,2< k< N—-2,k=N—-1et
k=N.

La famille (X,, = k)o<g<n constitue un systéme complet d’ événements

La formule des probabilités totales donne : P(X,+1 = k) Z]P’ Xp=i) (Xnt1 = E)P(X,, = 1)

e Pour k = 0, le mobile ne peut venir que de 0 ou 1 et on a
N -1
P(X,+1=0)=P(X,, =0)+ TP(X" =1)

e Pour k£ =1, le mobile ne peut venir que de 2 et on a :
IHX%+1:])::§%%EPC&1:2)

e Pour £k = N — 1, le mobile ne peut venir que de N — 2 et on a :
MXM4=N>¢y:5§3MXn=N—2)

e Pour k£ = N, le mobile ne peut venir que de N — 1 ou N et on a :
P@M4:N%:ﬁiiMXW:N—U+P@g:N)

e Si N >4, pour 2 <k <N — 2, le mobile ne peut venir que de k — 1 ou k+ 1 et on a :

E—1 N—-k—-1
P(X,t1 =k) = TP(X” =k—-1)+ T]P’(Xn =k+1)
En déduire une matrice M telle que, pour tout entier naturel n, on ait : Upr1=MU,.
On précisera clairement la valeur et la position des termes non nuls de la matrice M.
N -1 P(X, =0)
P(X,=0)+ T]P’(Xn =1) P(X, =1)
N-2 P(X, =2)
—P(X, =2 "
N ( ) :
k—1 J:V—k—l P(Xp =k —1)
Unt1 = TP(ank—1)+TP(Xn=k+l) =M P(X, = k)
P(X, =k+1)
N -2 :
TP(X =N-2) P(X, = N —2)
N -1 P(X,=N—1)
—PX,=N-1)+P(X,=N n
B )+ B(X, = V) oy



On en déduit :

0
0

M=10

0
0

0

4. Dans cette question 4, et elle seule, on pose N = 3. On admet que M =

N \_ L) 0

B N2 0
N

0 0
N
0 0
0 0
0 0
0 0

E—1

0

0

0

0
0

N —k-—

N

N -3

0
0

E+1

1

0
0
0

S W= O Wl

Wi O W= O

o o O

1

<3k

Soit u I'endomorphisme de R* dont M est la matrice dans la base canonique €, et soit Z la famille
(u1,u2,u3,us) O U =

(1,0,0,0),

alors une matrice P telle que :

SO O
|
—_
[\

On en déduit que D =

P est la matrice de passage de la base canonique a la base 4 a savoir P =

— o O O

_ o o O
OO = =
O~ N O

0
0
1
0
0

0

-1
-1
1
1
0
0
0

oS O WwWl—Oo

Ug = (17

a. Démontrer que 2 est une base de R*

_]-7 _]-7 1)7

uz = (1,-2,2

, puis déterminer la matrice D de u dans la base 4. Expliciter

M = pPDp~!

,—1), ug = (0,0,0,1).

donc la famille est libre de cardinal 4, c’est une base de R%.

0
0
0
1

7

_ o O O

o O O

_ o O O

—1
—1

-2
2
-1

_ o O O



b. Calculer P™" (le détail des calculs devra figurer sur la copie).

H
31
1

1 - 0
0 ! 41 0
-1 _
v 0 12 0
4
1
tod
4 4
c. Expliciter la deuxiéme colonne de la matrice M™ (n € N).
1 0 0 0
1
0 n 0 0
Une récurrence immédiate donne pour n > 0, M™ = PD"P~! = p 1\" p!
0 —= 0
()
0 O 0 1

2 n
Sa deuxiéme colonne est — n
4 2 1
2 _ox (=2
3" < 3)

d. Pour tout n de N, déduire de la question précédente la loi de X,.
- ) - o3 . !
Vérifier que l'on a : nll)r_{loo P(X, =0) = 1 et nllgloo P(X, =3) = i

Une récurrence immédiate donne, pour n > 0 : U, = M"Uj.

0
Comme Uy = (1) , on retrouve la deuxiéme colonne de M™. On a donc :
0
3 1 1 1\" 3
P(X, =0) = 1 %3 1 <3> qui a pour limite 1 quand n tend vers +00;
P(X 3) ! —1-1 ! ”+1 i limit L d n tend +
=3)=— o — qui a pour limite — quan end vers .
" 2x3n 4\ 3) TgAmare g AHema T Tena vers e

II. Etude de ’arrét du mobile

Pour tout entier ¢ compris au sens large entre 0 et NV, on note :

— p; la probabilité que le mobile finisse par s’arréter au point d’abscisse N en partant initialement du
point d’abscisse i ;

— ¢; la probabilité que le mobile finisse par s’arréter au point d’abscisse 0 en partant initialement du
point d’abscisse 1.

D’autre part, on dira qu’une (N + 1)-liste (ug, u1, ..., uy) de nombres réels posséde la propriété ()

si:

i N —i
pour tout entier ¢ compris au sens large entre 1 et (N — 1), u; = NUHI + Tui,l.
1. a. Préciser les valeurs de pg, pn, qo et gn.
p0:07 pN:17 QO:L QNZO
b. Justifier d'une phrase que la (N + 1)-liste (pg, p1, .., pn) posséde la propriété (£2).
Finir en N en partant de ¢ revient a finir en N en partant de ¢ — 1 puis en allant en i (avec la

—i

probabilité %) ou finir en N en partant de i + 1 puis en allant en i (avec la probabilité

6



2. Soit (ug, u1, ..., uy) une (N + 1)-liste de nombres réels possédant la propriété (22).

a. Exprimer u;11 — u; en fonction de u; —u;—1 (1 <i< N —1).
En déduire que la suite (u;)o<i<n est monotone.
—1 N —1
Uj—1 — Uj =

N —

. { P R
Comme pour tout ¢ € [1, N — 1], —— > 0 on en déduit que u;+1 — u; et u; — u;—1 sont de méme
i

Uikl = Ui =~y — (wi —ui—1).

signe donc que la suite est monotone.
b. Que peut-on dire des nombres ug, %1, ..., uny si ug = un?
La suite (u;)o<i<n est monotone donc si ug = uy alors elle est constante.

3. En quoi peut-on parler de linéarité de la propriété (&) 7
Si deux N + 1-listes vérifient (£?) alors toute combinaison linéaire de ces deux listes vérifie également
(Z2). On peut donc qualifier cette propriété de linéaire.

i—1
4. On pose : ag = 0 et, pour tout entier ¢ compris au sens large entre 1 et N : a; = Z (Nk_ 1).
k=0
a. Calculer ay ; vérifier que (ag, a1, ..., ay) posséde la propriété (£2).
D’apreés la formule du bindme de Newton, on a : ay = oN-1,
N —1 1 N -1 1
Pouri=1ona: N@i+1+Tai_1: Nag—i— N 0= N(l—l—N—l):l:al.

Pour i € |2, N — 1], on a:

; N —i i~ /N—-1\ N-iZ2/N-1
Nai+1+Nai—1:NZ< L >+ N kz()( k >

)G ()

) (%
+ ! < > d’aprés la formule de Pascal

.
|
)
~

|
Il
+

. T
!
2
[a—

I
(]

I
[]L
/ﬂ/—gm

> 2
A

I (N —1)!
+Nz’!(N—z)! Z( k )+(¢1)!(N1(¢1))!

k=0

()50 -

Alnbl (ao, ai, ..., an) posséde la proprlete (2).

5
I
N o

wM

b. En considérant les nombres p; — (0 < i < N), déterminer une expression de p; (1 <i < N).

2N—1

Par linéarité de la propriété (22), la liste (pz- - %) vérifie (22).
28 =1/ o<i<N

a a
De plus, pg— 2N70—1 =0et py— 2]\%1 = 1—1 = 0 donc d’aprés ce qui précede, la suite est constante
(égale & 0), d’ou
. a;
VleﬂovNﬂv pLZQTl_l

5. En se référant a la description de I’expérience aléatoire étudiée, justifier que, pour tout entier ¢ compris
au sens large entre 0 et N, on a ’égalité : ¢; = py—;. En déduire qu’il est quasi-certain que le mobile
finisse par s’arréter en I'un des deux points d’abscisse 0 ou N.

Le déplacement "vers la gauche" du mobile suit les mémes régles que le déplacement "vers la droite"
en remplagant ¢ par N — 4. Ainsi, finir en 0 en partant de ¢ revient a finir en N en partant de N — 4,
d’ott ¢; = pN—i.

Notons F' I’événement " le mobile finit en N" et (D = i) ’événement "le mobile part de 1’abscisse i".

7



La famille (D;)p<;<n constitue un systéme complet d’événements que 'on suppose équiprobables.
La formule des probabilités totales donne :

1
P(F) =Y Ppoy(F)P(D=i) =Y p;ix
1=0 i=0 N+1
N—-1 i—1

1 1 N -1

_N+1<0+, VT < k >+1>
1=1 k=0
1 < | N-2 N1 N—1>+1>
- N—1
N+11\2 k=0 i=k+1 k
N-2 N-2

1 1 N-1 1 1 (N-DIN -k —1)
! 1 N*Q(N—U(N—z)!+1
TN +1 | 2N e k(N =k —2)

N—2

1 N-—-1 N —2
TN+l <2N—1 kz_:o( k >+1>

1 N -1
= N1 <(2N_1) x oV=2 4 1) d’aprés la formule du binéme de Newton

1

Ainsi, le mobile a une chance sur deux de finir en N, et comme pour 7 € [0, N] on a p; = gy—; on
obtient de la méme facon que le mobile a une chance sur deux de finir en 0. Finalement, il est quasi-
certain que le mobile finisse par s’arréter en 'un des deux points d’abscisse 0 ou N, la probabilité qu’il
en soit autrement étant nulle.

6. On reprend dans cette question les notations de la partie 1.

+oo
a. Justifier que p; est la probabilité de I’événement U (X, =N).

n=0

On admet que : py = lim P(X,, = N).

n——+00o
(X, = N) est 'événement "le mobile est en N a l'instant n, sachant qu'il est parti de 1".
L’événement "le mobile finit en N en partant de 1" (dont la probabilité est p;) se réalise si, et

seulement s’il existe un instant n € N auquel le mobile est en N, sachant qu’il est parti de la case
+00

1, ainsi p; est la probabilité de I’événement U (X, = N).
n=0
b. Vérifier la cohérence entre les valeurs de p; et ¢; d’une part, et le résultat de I. 4. d) d’autre part
(question dans laquelle N est égal a 3).
SiN=3,ona:
0
1 2 1 :
p1= 7;{_0 <k> =1 lim P(X, =3)

n—-+00

4 n—-+oo

1
1 2 1 3 .
et Q1=P2:Z<k>:(1 ):1: lim P(X, =0)



