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Math. - ES 1
On rappelle que pour = € R,
T —x T T
ch(z) = ° +2€ et sh(z)= ¢ 2e
EXERCICE 1
On considére ’équation différentielle suivante :
4x 2x
"ol — 3y = e —e I
A R S (L)

1. Donner les solutions de I’équation différentielle homogéne associée a (L).
Sy = {x +— Ae*” + Be™® (A, B) € R?}

2. Montrer que y est solution de (L) si et seulement si la fonction z définie sur R par z(z) = e~
solution de I’équation différentielle

3%y (x) est

sh (z)
ch (z)

Y+ 4y = (L1)

et donc si et seulement si 2’ est solution de 'équation différentielle :

sh
Y +4y = (L2)

Soit z : x — C_gmy(af:), ot y est une fonction de classe C? sur R.

z est de classe C? sur R par produit et pour tout réel z on a :

d(x) = e (=3y(z) +y/(x)) et 2"(z)=e T (9y(x) — 6y (z) +y"(2))
Ainsi, z est solution de (Lq) si et seulement si pour tout réel x :

3 ! " e’ —e’”
e "(=3y(z) — 2y (z) +y'(z)) = prep—
ce qui équivaut a y solution de (L).

3. a. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout réel x on a :

2x
e’ -1 4 2 c N 2
e$e2x+1_ez<aez—}-b+1+62$> =e <e 2+1+C2$>

b. Résoudre (Ls).

Les solutions de ’équation homogéne associée sont de la forme = — Ce_w7 avec C € R.

On cherche une solution particuliére sous la forme y, = Ah ot h : x e 1z,

2x
et —1 1
On obtient X (z) = e ——— = —— ) doncy,(x) =e 4 [ =t — e 4 In(1 +e2*) + C
(0) = et ) done () ; (1+¢)

ot C' est une constante réelle. Finalement, les solutions de (Lg) sont :

o1
Sr, = {Ce“ + o —e L)y (1 + e%) ,C e R}

eQw 621' — 24

4
4.a. Déterminer les réels «, 5 et v tels que pour tout réel v > 0 on a :

1 a B v 1 1 1

w1+u) u u? 14w B a+$+l—|—u



Z In(1 2t

b. Déterminer / n(+te)
e

parties.

Le changement de variable est de classe C et strictement croissant. Le théoréme de changement

de variable donne : - -

/x ln(l—i—e%)dt: /e In(1+ u) " du 1/e ln(l—i—u)du

ett u? 2u 2 u3

1
On pose f:uwr In(l4+u)etg:u— o2 f et g sont de classe C'! sur R* donc le théoréme
U

dt, a l'aide du changement de variable u = e¢* et d’une intégration par

d’intégration par parties donne :
2x

1 In(1 +u) In(1+u)]®" 1 [° 1
- du = |——=T4 - —  du-=
2/ 23 [ 42 ] N 4/ W2lut+1) "
In(1+e2) 1 [/ 1 1 1 In(1+e2) 1 1 )
ol C' est une constante réelle.
c. Résoudre (Lq).

2z est solution de L; si et seulement 2’ est solution de (Ls) on en déduit donc :

1 1 1
SL1 = {(L‘ — Cl + 026_433 — ZfL’ + Ze—Qx + Z (1 — e_4x) ln(l + €2x>, (Cl, CQ) € R2}
5. Déduire des questions précédentes ’ensemble des solutions de (L).
1 1 1
S; = {:U — 01637 + Ohe ™™ — Z:Uegx + Zex + 1 (e‘% - e_x) In(1+ e%), (C1,C4) € RZ}
EXERCICE 2
1. Montrer que :
9 2Arctan(x) si ze]—1,1]
Arctan (1 2) =< 2Arctan(z) — 7 si x €]1,4+00]
—x

2Arctan(z) + 7 si x €] — oo, —1]

La fonction f +— Arctan

2) est définie et dérivable sur R\ {—1,1}.
x

Par ailleurs elle est impaire.

2
Pour z € [0, 1[U]1, +o0o[, on a : f'(x)

T 14a?
2Arctan(z) + C4 si zel0,1]
2Arctan(x) + Co si x€]l,+oo]
. . . Y
2(0) = 0 donne Cj = 0 et xgrfm flz) = )l(lglOArctan(X) = 0 avec xgrfoo Arctan(z) = 0 donne
y = —T.

Le fait que f soit impaire donne le résultat attendu.

On en déduit I'existence de deux constantes Cy et Cs telles que f(x) = {

2. En déduire les solutions de ’équation :

2
Arctan (1_—22) = Arcsin(z)
L’équation se résout dans | — 1, 1] compte tenu des deux domaines de définitions.
L’équation est donc équivalente & 2Arctan(x) = Arcsin(z) ;
2Arctan(x) = Arcsin(z) = sin (2Arctan(z)) = x = 2sin (Arctan(x)) cos (Arctan(z)) = =

in (A 2 A 2
sin (Arctan(x)) cos? (Arctan(z)) = = tan (Arctan(z)) —ao x -
cos (Arctan(x)) 1 + tan (Arctan(z)) I+
=z e {0,-1,1}

Compte tenu du domaine de validité, la seule solution possible est z = 0.
Comme Arctan(0) = Arcsin(0) = 0, on en déduit que 0 est la seule solution de I'équation.

2



EXERCICE 3

L’objectif de cet exercice est de déterminer I'ensemble E des fonctions f définies sur R satisfaisant
I’équation fonctionnelle :

f(x)+ f(y)
V(r,y) €eR?, flz+y) =
L+ f(z)f(y)
1.a. Déterminer les fonctions constantes appartenant a .
2C
=11c2 < C € {0,—1,1}; les fonctions constantes de E sont donc z — 0, z— —1, z~ 1.
b. La fonction f appartenant & E, montrer que s'il existe a € R tel que f(a) = =£1, alors f est
constante.
S’il existe a € R, tel que f(a) = £1 alors, pour tout réel z on a :
1+ f(») , s
flx4+a) = ————> ==+1 donc f est constante, égale & £1.

1+ f(x)

2. On suppose désormais qu’il existe dans E une fonction f non constante.

a. Calculer f(0) et montrer que f est impaire.

f(0) = %; comme f n’est pas constante, f(0) # =1 donc f(0) = 0.
Pour z € R, f(x — x) = M = 0; on en déduit que f(x)+ f(—x) = 0 donc que f est

L+ f(o) f(—x)

impaire.

. T x
b. En écrivant x = 5 + 5 montrer que

Ve € R, f(x) €] — 1,1]

9f (z
SoithR.Ona:f(ﬁ—i-;):f_(zx)z-
1+ (f(5)) ”
0 tout réel a, (1 —la)?>0=1+a? > 2| = —2
r pour tout réel a, ( lal)* > +a” > 2|a| Tra2=

On en déduit que |f(z)| <1 donc que f(x) € [—1,1]. Comme de plus f n’est pas constante, elle ne
peut pas prendre les valeurs +1 d’ou f(z) €] — 1, 1].

3. a. Montrer que pour tout n € N, et tout = € R,

-G

L+ fnz) (14 f(x)\",
1— f(nx) <1—f($)>

Hy est vérifiée. Soit n € N, on suppose H,, vérifice. Alors, pour tout z € R, on a :
(1 +f<x>>"“ Lk f) L+ f(@) 14 f() + f(na) + () f(nr)
1— f(z) 1= f(nz)  1—f(z) 1- f(z)— f(nx)+ f(nz)f(z)
1+ f(z+nx)(1+ f(2)f(nz)) + f(@)f(nz) (14 f(z)f(n2) A+ f((n+Dz)) 1+ f((n+1)z)

1— f(nx)

Pour n € N, on note H,, I'assertion : "Vz € R,

1= f(z +nx) (1+ f(x)f(na)) + f(z)f(nz) — (1+ f(2)f(na))(1 = f((n+1z)) 11— f((n+ 1))
Ainsi, H, 1 est vérifiée.
Par principe de récurrence H,, est donc vraie pour tout entier n.

1 1
b. On pose b = 1+—§21§ Exprimer f(n) en fonction de b et de n, pour n € N.
Remarquons tout d’abord que d’aprés la question 2.b, f(1) €] — 1, 1[, donc b > 0.
-1
Soit n € N. D’apreés la question précédente, m =b"; 0" # —1, donc f(n) = Z" 1



C.

a.

Montrer que

1 bn —1
Vn € N¥, f(—): :

n)  bw41
1 1 1 1 1
D’aprés la question 3.a, avec x = —, on obtient : + /(1) = +/ (Tf) , d’ott le résultat.
n 1—f(1) 1—7f (g)
4. On suppose que f est dérivable en 0 et on pose f/'(0) = k.
b
En utilisant le taux d’accroissement de f en 0, montrer que k = %
h) — 1
On a : lim M = k; en particulier, lim nf <> = k.
h—0 h n—+oo n
1 n (b% — 1) n (ev%ln(b) — 1)
Par ailleurs, nf () = T = : .
n br + 1 (e)nf n®) 4 1
hin(b 1 T _1
Comme lim n (e%m(b) — 1) —limo— = In(b) x lim ¢ = In(b),
n—+00 h—0 h m z—0 X
In(b
et lim (e%m(b) + 1) = 2, on en déduit que k = ﬁ
n——+oo 2

En utilisant le taux d’accroissement de f en x, montrer que f est dérivable en x et que

fi(z) =k (1 - (f(2))?)

T ) o 2
e Lt =1t Sl 10 1= )
h h h(1+ f(z)f(h))
Comme f est dérivable en 0, elle y est continue et ]’lLlE)I%) f(h) = f(0) =0; de plus,

_fh) oy - ) — 1
}llli% N —f(O)—konadoncfderlvableen;vetf(:U)—}llli% A

Déterminer les réels a et (8 tels que

Vo €] —1,1],

1 o« i 15} B %
1—22 1—-2 14z  1-—

Déduire de ce qui précéde ’ensemble des éléments de E dérivables en 0.
T I YA R Y
1—(f(x))* 1—f(x) 1+ f(z)

On a montré que pour tout réel z, f(z) €] — 1,1[, on en déduit qu’il existe une constante C' € R

1 1
telle que pour tout réel x, 5 In(1-— f(x))+ 5 In(1+ f(z)) =kx+C.

1
Comme f(0) =0, on en déduit que C' = 0 puis que In L(x) = kx et par suite que

1—f(x)

On a pour tout réel z :

e2km -1

f(fﬂ):m~

Réciproquement, f ainsi définie sur R est bien dérivable en 0, et pour (z,y) € R? on a:
erac_l

2ky __ X .
F@+ ) St omg (20— 1) (P 1) + (2R —1) (e2hr 4 1) ety 1
L+ @) f(y) 1+ Setgm (@) (@ 4 1)+ (2 1) (e —1)  ety) 41
f(@+y)

Ainsi, une telle fonction est bien dans F.




EXERCICE 4
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note w = e

. Montrer que
l+wtw? +- +w =0
1 —wm

1—w

= 0 puisque w" = €™ = 1 (somme des termes consécutifs

w# ldonc l+w+w?+... 4wt =
d’une suite géométrique de raison w).

. En déduire que

n—1
2k
Zcos ( W) =0
n—1 n—1 2k n—1 .2 k n—1
On peut écrire Zcos < ) Re ( e'n ) = Re ( <e17> ) = Re (Z wk> =0.

k=0

n—1

2k
On a donc bien Zco&, < W) =0]

. Montrer que
k ikm
wF —1 = 2isin (—W> ekT
n

2ikm ikm ik —ikw A kﬂ- ikm
Wwh—l=en —1l=¢en (e n o—en > =| 2isin <> e n | (Formule d’Euler)
n

. A l'aide des questions précédentes, démontrer que

n—1
2

Z ‘wk — 1) =2n

k=0
n—1 — . 2 n—1 - 2 en
Z‘wk ‘ Z 21§1n< >0n :Z4<sin<)> , carlij=len |=1.
k=0 k= k=0 K

20
De plus, sin? g = %, ce qui donne :
n—1 n—1 n—1 n—1
2km 2k

Z‘wk ’ ZQ(l—cos( >> 22—22005( 7T>2n.(D’aprés 3)
k=0 =0
EXERCICE 5

s
Soient n un entier naturel non nul et a un réel de ]0, 5 [ On souhaite résoudre I’équation

1+4iz n_l-l—itana (1)
1-iz) 1—itana
. Déterminer la forme exponentielle de
1+4itana
1 —itana
On & - l+itana 1+sine _ cosatising el® 2

1—itana 1 —i%1e cosa—isina e~ i@
cos a



2. Résoudre dans C I’équation d’inconnue Z € C,
gn — e2ia

Ona Z"=e%" —|7" =|Z|" =1donc |Z| = 1.
En notant Z = e, on obtient : 2" = %% = nf = 2a [2n], car arg(Z") = n x arg(Z) [2n].
Ainsi, les solutions de Z™ = €2 sont de la forme Zj, = ¢! 2at5kﬂ, avec k € Z;

réciproquement, ces nombres sont bien solutions de 'équation Z™ = %%, De plus, les arguments étant

définis & 27-prés, les solutions de Z™ = e sont | Z), = I % ke o,n—1]|
3. Démontrer que
el —1 0
Vo el —m,m, —— =tan—
I=mml @ 2

Ona:Voe|—mx[ el 1= et (e% —e7210> = 2isin <> e2 et

—i0

0 _ o /e - 0\ o ;
e’ +1=e2 (e2 +e2 ) =2cos 5 e2. (Formules d’Euler)

el? — 1 2isin (Q) eg 0
Ainsi, | V0 €] — m, 7, — = 2 - = tan — |
i(el? +1) ix 2cos (g) ez 2

4. Résoudre I'équation (1). On exprimera les solutions a l'aide de la fonction tangente.

est défini et est solution de Z" = %, ce

1
D’aprés 1,  z est solution de (1) si, et seulement si

— iz
1 .
qui équivaut a z # —i et 7 12 est solution de Z" = %4,
141 141
De plus, 1—’—712 est solution de (1) <= 3k € [|0,n — 1], . - 1z = Zj, (d’apres 2)
<~ Jke|o,n—-1], iz(Zr+1)=27Z,— 1
a+ km s
Ona: Zy = -1 < 0 = 7[21] < 2 = 7[27]; or a € }0,5[ et k£ € [0,n — 1] donc
k
0§2a+ T <7 don Zr, # —1. On a donc :

1+iz . Z—1 elfr — 1
t solution de (1) <= Jk € [0,n — 1 = = — .
[, oSt solution e (1) [0,n—1], =z Zer D i@ D)

Enfin, comme 6) # 7[27], on peut appliquer le 3 pour conclure que :

0
z est solution de (1) <= Jk € [0,n — 1],z = tan ?k

k
Les solutions de (1) sont {tan (a+ W) , ke]0,n— lﬂ} :

n

EXERCICE 6

On considére la fonction f définie sur [0, 1] par
f(x) = 2ze”

1.a. Dresser le tableau de variations de f sur [0, 1] et montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur
un ensemble que 'on déterminera.
f est dérivable (donc continue) sur [0, 1] et

Vz € [0,1], f'(x) =2(z +1)e”

On en déduit le tableau de variations suivant :



x 0 1
f'(z) 2 + de
2
f /
0

Le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires nous permet de conclure que

’ f réalise une bijection de [0, 1] sur [0, 2¢] ‘

On note f~! la bijection réciproque de f.

b. Vérifier qu'il existe dans [0, 1] un et un seul réel noté « tel que
ae® =1

Montrer que « # 0.
2 € [0, 2e], donc la question précédente permet d’écrire

dla € 0,1], fla) =2

c’est a dire ’El!a €10,1], ae® = 1‘
De plus, f(0) = 0 implique, toujours par la question précédente, que o # 0.

c. Résoudre, pour z € [0,1] :
flz) =z
Soit x € [0, 1].
flx) =2 <= 22e" =2

< (2" = 1)z =0
< x=0 (car —In(2) ¢[0,1))

d. Résoudre, pour z € [0,1] :

Soit z € [0, 1].

f(x) >z < 2ze” > 2
— (2" =1)z >0
<= x€[0,1] (carsur[0,1], 2¢*—1>0 et x>0)

e. Justifier que

F7H(10,]) < [0,
f~! est strictement croissante sur [0, 1] donc
F7H0.1]) € F7H([0,2¢]) = [£71(0), F 71 (2¢)] = [0,1]
2. On définit la suite (uy) par

Uuyp =«
VneN, upi1 = f_l(un)



a. Montrer que pour tout n € N,
up, € [0,1]

A Taide de 1l.e., comme uy = « € [0, 1], une récurrence immédiate donne |Vn € N, u,, € [0,1]|,

ce qui justifie par la-méme que (u,) est bien définie.
b. Montrer que la suite (u,) est monotone.

La question 1.d., nous donne
vz €[0,1], f(z) > =

En composant par f~!, qui est strictement croissante sur [0, 1], on a I’équivalence
Vo €[0,1], f(z) >z <= Ve ec[0,1], > f(z)

[0,1] est stable par !, ¥n € N, u, € [0,1] et Yz € [0,1], f~'(z) — 2 <0 donc

’ (up) est une suite décroissante ‘

c. Montrer que la suite (u,) est convergente, et préciser sa limite.
(uy) est décroissante (d’aprés 2.b.) et minorée (car bornée d’aprés 2.a.) donc d’aprés le théoréme
de la limite monotone, (u,) converge vers I. f~' étant continue sur [0,1], [ vérifie [ € [0,1], et

f~Y(1) =1 soit encore f(I) = I. La question 1.c. permet de conclure que

3. On se propose de préciser ce résultat en montrant que (2"u,,) a une limite finie non nulle.
On pose pour tout n € N :
n
Sy, = Z Uy,
k=0

a. Montrer que pour tout n € N;
1 _
Un+1 = §une tint1

Vn € N,
Un4+1 = fﬁl(un) = up = f(Unt1)
= Up = 2Up 1"t

= _ L e
Unp+1 = 2une

b. En déduire que pour tout n € N,
_Sn

2n
On peut le démontrer par récurrence. On peut aussi écrire, puisque Vk € N, ug # 0 :

Up =

ukJrl _ le_uk+1

1
Vk e N, upiq = §uke_“k+1 <= Vk €N,

Uk
n—1 n—1 1
= vneN, [ Uktl _ I 5o
U 2
k=0 k=0

1 n n—1
< Vn € N¥, Un () H e Ykl ( par télescopage )

Uuo 2 0
1 n
<~ VYn e N*, u, = <2> uge~Sntuo
1 n
<« Vn e N*, u, = <2> e~ 5n (car wpe" = ae® =1)

On vérifie que cette égalité reste vraie pour n = 0.

8



c. Montrer que pour tout k € N,

et en déduire une majoration de .S,,.

Sy, 1
On sait que Vk € N, S; > 0 donc Vk € N, e < 1; ce qui implique que|Vk € N, uy, = e2k < oF =
u ot 1= ()"
P B _ 2 _
On en déduit que VnEN,S—kZ_OukSkZ_O<2> = 1_% gl_%_z

d. En déduire que la suite (S,) est convergente. En notant L sa limite, montrer que
a<L <2

Vn € N, Sp+1 — Sp = uy, > 0 donc (Sy,) est croissante. De plus, d’aprés 3.c, (S,,) est majorée, donc

d’aprés le théoréeme de la limite monotone, ’ (Sp) est convergente ‘

En notant, L sa limite, comme pour n € N, Sy < S, <2 (d’aprés 3.c), par passage a la limite, on

obtient Sop < L < 2, ce qui signifie que .

e. Déterminer la limite de (2"uy,).

L

Vn € N, 2"y, = e " donc par composition des limites | lim 2"u,, = e~

REMARQUE : On retrouve alors que
limu, =0

mais en ayant une information supplémentaire : (u,) converge vers 0 "a la vitesse" d’une suite géomé-
trique (voir chapitre sur 'analyse asymptotique).




