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On rappelle que pour x € R,

T —x r_ T
ch(x) = ¢ —f—2e et sh(x)= ¢ 26
EXERCICE 1
On considére I'équation différentielle suivante :
4z 2x
"9y 3y — e —e I
Vo -y = o (L)

1. Donner les solutions de I’équation différentielle homogéne associée a (L).

2. Montrer que y est solution de (L) si et seulement si la fonction z définie sur R par z(x) = e~
solution de I’équation différentielle

sh (z)
ch (z)

y// + 4y/ — (Ll)

et donc si et seulement si 2’ est solution de I’équation différentielle :

sh (x)

/
Ay —
vty ch ()

(L2)

3.a. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout réel x on a :
2x
42 — 1 2z 2z c
et ———=¢"|ae b+ ——
e?r +1 ( T + e2$>

b. Résoudre (Ls).

4.a. Déterminer les réels a, 5 et v tels que pour tout réel u > 0 on a :

1 a  pB Y

u2(1+u)_u+ﬁ 1+u

T In(1 + e*)

b. Déterminer / 1
olt

parties.
c. Résoudre (Ly).

5. Déduire des questions précédentes l'ensemble des solutions de (L).

3x

y(z) est

dt, a 'aide du changement de variable u = ¢* et d’une intégration par



EXERCICE 2

1. Montrer que :

9 2Arctan(x) sio xel—-1,1]
Arctan (12> =< 2Arctan(z) — 7 si x €]1,4+00]
- 2Arctan(x) +7  si x €] — o0, —1]

2. En déduire les solutions de I’équation :

2z

Arctan <12) = Arcsin(x)

EXERCICE 3

L’objectif de cet exercice est de déterminer I'ensemble E des fonctions f définies sur R satisfaisant

I’équation fonctionnelle :
Wa) €R% flo+y) = L0

1. a. Déterminer les fonctions constantes appartenant a E.

b. Lafonction f appartenant & F, montrer que s'il existe a € R tel que f(a) = £1, alors f est constante.

2. On suppose désormais qu’il existe dans E une fonction f non constante.

a. Calculer f(0) et montrer que f est impaire.

b. En écrivant x = g + g, montrer que
Ve € R, f(x) €] — 1,1]

3. a. Montrer que pour tout n € N, et tout = € R,

14 f(na) (14 f(=)\"
1— f(nx) (1—f(l‘)>

14 f(1)
b. On pose b = 1_7]0(1)

. Exprimer f(n) en fonction de b et de n, pour n € N.

1
1 bn — 1
VnGN*, f(”):bl—Fl

c. Montrer que

4. On suppose que f est dérivable en 0 et on pose f'(0) = k.
In(b
a. En utilisant le taux d’accroissement de f en 0, montrer que k = né)

b. En utilisant le taux d’accroissement de f en x, montrer que f est dérivable en x et que
f'(@) =k (1= (f(2)))

5.a. Déterminer les réels a et 3 tels que

1 « I5}
Veel—1,1 =
z €] A 1— 22 1—x+1+m

b. Déduire de ce qui précéde 'ensemble des éléments de E dérivables en 0.



EXERCICE 4
Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note w = e’
. Montrer que

l+w+w?+- 4w =0

. En déduire que
n—1

2k
E cos <7T> =0
n
k=0

k ikm
Wk —1=2isin <F> ekT
n

. A l'aide des questions précédentes, démontrer que

n—1

2
Z ’wk — 1’ =2n
k=0

. Montrer que

EXERCICE 5

7r
Soient m un entier naturel non nul et a un réel de ]0, 5 [ On souhaite résoudre I’équation

1+iz\" 1+itana
(175) - 1)

1—-1iz  1—itana

. Déterminer la forme exponentielle de
1+itana

1—itana

. Résoudre dans C I’équation d’inconnue Z € C,

7n — e2ia
. Démontrer que
el? — 1 0
V€| —nm,n], ——— =tan=
J=mrl Gy Tty

. Résoudre I'équation (1). On exprimera les solutions a l’aide de la fonction tangente.

EXERCICE 6

On considére la fonction f définie sur [0, 1] par
f(x) = 2ze”

.a. Dresser le tableau de variations de f sur [0, 1] et montrer que f réalise une bijection de [0,1] sur
un ensemble que 'on déterminera.
On note f~! la bijection réciproque de f.

b. Vérifier qu'il existe dans [0, 1] un et un seul réel noté « tel que
ae® =1

Montrer que « # 0.



c. Résoudre, pour z € [0,1] :
d. Reésoudre, pour x € [0,1] :
e. Justifier que

2. On définit la suite (u,) par

uyg — o
Vn €N, upp1 = [~ (un)
a. Montrer que pour tout n € N,
up, € [0,1]
b. Montrer que la suite (u,) est monotone.
c. Montrer que la suite (u,) est convergente, et préciser sa limite.

3. On se propose de préciser ce résultat en montrant que (2"u,) a une limite finie non nulle.
On pose pour tout n € N :
n
Sn = Z U
k=0

a. Montrer que pour tout n € N,

1
Unt1 = Gune” "
b. En déduire que pour tout n € N,
e=5n
Un = o

c. Montrer que pour tout k € N,
_ 1 k
U -
k> 9

d. En déduire que la suite (S,) est convergente. En notant L sa limite, montrer que

et en déduire une majoration de .S,,.

a<L<2

e. Déterminer la limite de (2"uy,).

Fin de I’énoncé



