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Devoir maison 9 - Etude de suites

Soient a et b des réels tels que 0 ≤ a < b ≤ 1.

1. Soit M =

(
a 1− a

1− b b

)
∈M2(R).

a. Montrer qu’il existe deux suites réelles (an) et (bn) telles que

∀n ∈ N, Mn = anM + bnI2

Pour n ∈ N, on note Pn : ∃(an, bn) ∈ R2,Mn = anM + bnI2.
P0 est vérifiée car M0 = 0×M + 1× I2 ;
P1 est vérifiée car M1 = 1×M + 0× I2 ;
P2 est vérifiée car M2 = (a + b)×M + (1− a− b)× I2.
Soit n ≥ 2 ; on suppose que Pn est vérifiée. On a :
Mn+1 = Mn ×M = (anM + bnI2)M = anM

2 + bnM = an ((a + b)M + (1− a− b)I2) + bnM =
(an(a + b) + bn)M + an(1− a− b)Id2.
En notant an+1 = an(a + b) + bn et bn+1 = an(1− a− b) on a Pn+1 vérifiée.
Par principe de récurrence Pn est vérifiée pour tout n.

b. Déterminer an et bn.
D’après le résultat précédent, (an) et (bn) sont définies par :

a0 = 0, b0 = 1, et ∀n ∈ N :

{
an+1 = an(a + b) + bn
bn+1 = an(1− a− b)

On a donc a0 = 0, a1 = 1, et ∀n ∈ N : an+2 = (a + b)an+1 + (1− a− b)an.
La suite (an) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique :
r2 − (a + b)r + (a + b− 1) = 0.
Le discriminant est ∆ = (a + b)2 − 4(a + b− 1) = (a + b)2 − 4(a + b) + 4 = (a + b− 2)2.
Les solutions de l’équation caractéristique sont 1 et a + b− 1.
L’hypothèse 0 ≤ a < b ≤ 1 assure que les deux solutions sont distinctes.
A l’aide des premiers termes, on obtient :

∀n ∈ N, an =
1

2− a− b
(1− (a + b− 1)n) et par suite bn =

1

2− a− b
((a + b− 1)n − (a + b− 1)).

2. On considère les suites (un) et (vn) définies par

(u0, v0) ∈ R2 et ∀n ∈ N :

{
un+1 = aun + (1− a)vn
vn+1 = (1− b)un + bvn

a. Donner la forme explicite de un et vn.

Pour n ∈ N, on note Un =

(
un
vn

)
; on a donc U0 =

(
u0
v0

)
et pour n ∈ N, Un+1 = MUn.

Une récurrence immédiate donne : ∀n ∈ N, Un = MnU0.
D’après la question 1., on a pour tout n ∈ N :

Mn =
1

2− a− b

(
(1− (a + b− 1)n)

(
a 1− a

1− b b

)
+ ((a + b− 1)n − (a + b− 1))

(
1 0
0 1

))
=

1

2− a− b

(
(a + b− 1)n(1− a) + 1− b (1− (a + b− 1)n) (1− a)
(1− (a + b− 1)n) (1− b) (a + b− 1)n(1− b) + 1− a

)

D’où, ∀n ∈ N :


un =

1

2− a− b
((a + b− 1)n(1− a)(u0 − v0) + (1− b)u0 + (1− a)v0)

vn =
1

2− a− b
((a + b− 1)n(1− b)(v0 − u0) + (1− b)u0 + (1− a)v0)
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b. Étudier la convergence de (un) et (vn).
0 ≤ a < b ≤ 1 donc −1 < a + b− 1 < 1 donc lim

n→+∞
(a + b− 1)n = 0 et par suite,

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn =
(1− b)u0 + (1− a)v0

2− a− b
.
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