DM9 - Correction

DEVOIR MAISON 9 - ETUDE DE SUITES

Soient a et b des réels tels que 0 < a < b < 1.

a 1—a

1. Soit M = (1 b b ) G.//Q(R).

a. Montrer qu’il existe deux suites réelles (a,) et (b,) telles que
Vn €N, M"™ = a, M + byl

Pour n € N, on note P, : I(an,b,) € R*, M"™ = a, M + b,I5.
Py est vérifice car M =0x M +1 x I»;
P, est vérifice car M1 =1x M +0 x Iy;
Py est vérifiée car M? = (a+b) x M + (1 —a —b) x L.
Soit n > 2; on suppose que P, est vérifiée. On a :
M™M= M" x M = (an,M + bJo)M = ay,M? + b,M = ay, ((a +0)M + (1 —a—b)ly) + b, M =
(an(a+b) +by) M + an(1 —a—b)Ids.
En notant a,4+1 = an(a +b) + by, et by = an(1 —a —0b) on a P,y vérifiée.
Par principe de récurrence P, est vérifiée pour tout n.
b. Déterminer a,, et b,.
D’apreés le résultat précédent, (a,,) et (by,) sont définies par :

ant+1 = an(a+b) + by

ap = 0,bp =1, etVnGN:{ buss = an(l —a —b)

On adoncap=0,a; =1,et Vn € N: apy2 = (a + b)ap+1 + (1 —a —b)ay,.

La suite (a,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique :
r?—(a+b)r+(a+b-1)=0.

Le discriminant est A = (a+b)? —4(a+b—1) = (a+b)? —4(a+b) +4 = (a +b—2)°
Les solutions de I’équation caractéristique sont 1 et a +b — 1.

L’hypothése 0 < a < b < 1 assure que les deux solutions sont distinctes.

A Taide des premiers termes, on obtient :

1
(1 - (a+b—1)") et par suite b, =

2—a—b ((a+b—-1)"—(a+b-1)).

vn e N, a, = - -
neNa Sy p—

2. On considére les suites (uy,) et (vy) définies par

Unt1 = auy, + (1 — a)vy,

2 .
(up,v9) €R* et YneN: { vnp1 = (1 = b)tn + bun

a. Donner la forme explicite de u,, et v,.

Pour n € N, on note U,, = (:j") ; on a donc Uy = <ZO> et pour n € N, U, 11 = MU,
0

n
Une récurrence immeédiate donne : Vn € N,  U,, = M"Uj.

D’apres la question 1., on a pour tout n € N :
M”:2_i_b<(1(a+b1)")<1fb 1;a>+((a+b1)”(a+b1))(é ?)):
1 <(a+b—1)”(1—a)+1—b (1—(a+b—1)”)(1—a)>
2—a—-b\ (1—-(a+b-1)"(1-b) (a+b-1)"1-0+1-a
Un = 5 _b((a—l-b—1)”(1—a)(uo—Uo)—i—(l—b)uo—l—(l—a)vo)
D’ou, Vn € N : {

Up = ————
" 2—a—b
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((a+b—-1)"(1 = b)(vo —up) + (1 = b)ug + (1 — a)vy)
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b. Etudier la convergence de (uy,) et (vy,).
0<a<b<ldonc—-1<a+b—1<1ldonc lim (a+b—1)" =0 et par suite,

n—-+00
(I =b)ug + (1 — a)vg

n—-+oo n—-+oo 2—a—b>b
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