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DEVOIR MAISON 8 - FONCTIONS CONVEXES

Rappel : Une fonction f définie sur un intervalle I est dite convexe si :
V(a,0) € I>,¥A € [0,1),  f(Aa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1= N)f(b)

f est dite concave si — f est convexe.

1. Soient f € R et € sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.
Montrer que f est convexe sur I si, et seulement si la partie Epif du plan située au-dessus de &
(appelée épigraphe de f) est convexe, c¢’est-a-dire :

V(A,B) € Epif, [AB]C Epif

(ce qui équivaut a dire que tout arc de € est sous sa corde.)

= Supposons [ convexe.
Soient A(z,y) et B(2',y’) des points de Epif, avec x < 2’y > f(z) et v > f(a').
[ est convexe donc VA € [0,1], f(Ax + (1 = N)z') < Af(z) + (1= N)f(2)) <Ay + (1 - Ny
Ainsi M(Az + (1 — N2’ Ay + (1 — \)y') € Epif, c’est-a-dire que I'ensemble des points du segment
[AB] est dans Epif.

< Supposons Epif convexe.
Soient A(z, f(z)) et B(z', f(2")) des points de ¢ Ils sont également des points de Epif donc pour
A € [0,1] le point M(Az + (1 — N2/, A\f(z) + (1 — N f(2')) € [AB] est situé dans Epif donc
FOr + (1= N)) < M) + (1 - N ().
On en déduit que f est convexe.

f(z) = f(a)

r—a

2. Montrer que f est convexe sur [ si, et seulement si pour tout a € I, la fonction x — est

croissante sur tout intervalle de I\ {a}.

= Soit (a,b,c) € I*. Sia < b < ¢, on note A = —% e [0,1]; on a b = (1 — A)a + Ac donc, f étant
convexe, on a : c-a
f) — fla) _ f(c) — f(a
F(B) < (1= N)f(a) + A (e) & (F0) ~ (@) < A(F0) ~ fla)) & TS SO ZTt@)
Sionab<c<a,onprend \ = ¢ : ¢ et on obtient le méme résultat.
< Soit (a,b) € I?, X € [0,1]. Sans perte de généralités, on suppose a < b et X # 1.
Comme z — M est croissante alors en notant ¢ = Aa + (1 — A)b, on a
N g ) — ¢
j(ci — i(a) < I I))_ i(a) ce qui donne f(c) < Af(a) 4+ (1 —X)f(b).
f est donc convexe (le cas A = 1 étant trivial).
3. Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I, et € sa courbe dans un repére.
a. Montrer que f est convexe sur [ si, et seulement si f! est croissante sur 1.
f(z) = f(a)

= Si f est convexe, soient a < x < b. D’aprés la question précédente, les fonctions x +—

r—a
et x — M sont croissantes, on a donc : f(x) — f(a) < f(b) _ f(a) < f(b) _ f(ac)
b—x r—a b—a b—x
f étant dérivable, par passage & la limite, on obtient : f(a) < f(bl))—f@) < f'(b).
—a
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/@) = f(a)

< On suppose [’ croissante. Soit g définie sur I\ {a} par g(z) =
r—a

g est dérivable sur son domaine car f est dérivable sur I et on a : ¢'(z) =

T —a
On suppose a < z (la démonstration est identique si z < a).
— f(a
Le théoréme des accroissements finis donne l'existence de ¢ €]a, x| tel que f(@) = f(a) = f'(c)
—a

f'(@) = f'(e)

donc ¢'(z) = ; par croissance de f’, ¢'(x) > 0 et g est croissante.
r—a

b. Montrer que f est convexe sur [ si, et seulement si € est située au-dessus de toutes ses tangentes.

fla+h) = f(a) _ fz) - f(a)
) < |

Tr—a

= On suppose f est convexe. Soient a < a+ h < z. On a :

Par passage & la limite, on obtient f’(a) < (x):i:(a) donc f(z) > f'(a)(x — a) + f(a).

x
ot =fle) | 1(2)=fte)
FELZ T gone f(a) > (a)(e ) + fla)
< On suppose que € est au-dessus de ses tangentes.
Soit (a,b) € I* tel que a < b. On a :

Soient r < a+h < a.On a:

Par passage & la limite, on obtient f’ (a) >

16) > f(@) + S (@)(b —a) done T =T priq)
et 1(@) 2 ) + 0)(a—b) done LSO < 1

Finalement on a f’(a) < f/(b) donc f est croissante, donc d’aprés le a. f est convexe.

4. Etudier la convexité des fonctions f : 2+ €%, g : x +— In(z) et h: x> 3.
f est convexe, g est concave et h est convexe sur R™ et concave sur R™.

5. En utilisant la convexité, montrer que

T 2 .
Vo e [0, —] , —z<sin(z) <z
2 T
. . T 2 .
La fonction sin est concave sur [0, 5} On a donc —z < sinz car la courbe est au-dessus de sa corde
et sinx < x car la tangente en O est au-dessus de la courbe.
> y=sin(x)

y=(2fmx.
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6. Soient f une fonction convexe sur un intervalle I et n un entier supérieur a 2.
n

Montrer que pour (x;)i<i<n € 1", (Ai)1<i<n € (Ri)n tel que Z Ai=1lona:
i=1

f <Z /\iﬂﬁz’) <> Aif ()
i=1 i=1

Cette inégalité s’appelle inégalité de Jensen.
Soient f une fonction convexe, n € N,n > 2. On note P, l'assertion :

V(zi)1<i<n € I™, (Ai)1<i<n € (RY)" tel que Z)\ =1, f (Z)\ .ZLZ> < Z)\ Fla).

On vérifie P, en prenant A = A et 1 — A = )\2 dans la définition de la Convex1te

Soit m > 2. On suppose P, vérifiée. Soit (z;)i<i<nt1 € It et (Ni)i<i<nt1 € (]Ri)n—s_1 tels que
n+1

Z/\ = 1. On note \g = Z)\ et yofz/\ x;. Alors on a :
i=1 i=1

n+1
S (Z /\m> = (Aoyo + (1 = Ao)xn1) < Aof(yo) + (1 = Ao)f(znt1).

i=1

n n n
Ai Ai Ai
D’apreés 'hypothése de récurrence, comme Z )\—Z =1l,onaf (Z /\le> < Z )\—Zf(xL)
: ; ; 0

n+1
Finalement f <Z i xb> < Z Nif(zi) + g1 f(2py1) done P,yq est vérifiée.

=1 =1
Par principe de récurrence, P,, est vérifiée pour tout entier n > 2.

7. Comparaison de moyennes :
Soient n € N* et (a;)1<i<n € (R*Jr)n. On note :

1 < L
:ﬁ;ai, G=ar—an et Htelqueﬁ:_z L
1=
Montrer que
H<G<LA

A s’appelle moyenne arithmétique, G moyenne géométrique et H moyenne harmonique de
la famille (ai)1§i§n.

1
La fonction In est concave. Avec Vi € [1,n],\; = —; on a :
n

ZlnaZ <ln<z >d0n0G<A
De plus, 1 3 ——1(G)———i:1(-) 21 <1 Z L) done L < L
€ plus, In G = n = ni:lnaz = n n " OHCG_H.

i=1
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