DMG6 - Correction

DEVOIR MAISON 6 - THEOREME DE CESARO

Etant donnée une suite (a,)nen+, on définit la suite (c,)pen+ par :
1 n
Vn > 1, Cp = - Z ak
k=1
appelée somme de Cesaro.
I Théoréme de Cesaro

Montrer que si (an)nen+ admet une limite (finie ou infinie), alors (¢, )nen+ admet la méme limite.

e Si lim a,=LeR:Ve>0,3Ing e N VneN (n>ny=la, — L| <e)

n—+o0o
Pour n > ng, on a :

1 n 1 n 1 n 1 no 1 n

- _ — | = o < _ < = _ - _

T R S S EE DTSR I o
k=1 k=1 k=1 k=1 k=no+1

n—mn n n—mn n
Oe < Doy e < Zate, ot = max{|ap—Ll|, k € [1,n0]}
n n n n

1 &
d'ott |e,—L| < = —L
ot [e,—L| < n;!ak |+

lim 2a =0 donc I eN* (n>n = LI < 6).
n—+o00 1 no
Ainsi, Vn € N*, (n > max(ng,n1) = |¢, — L| < 2¢).
On en déduit que (¢,) converge vers L.
e Si lim a, =400 :VM € R,3Ing € N*,Vn € N*, (n > ng = a, > M).

n—-+00
Pour n > ng, on a :

1 & 1 & - ng n —ng N .
C":ﬁzakzﬁzak+ﬁ Z ak>;ﬁ—l— - M, ou = min{ay, k € [1,n0]}.
k=1 k=1 k=no+1
lim <noﬁ—|— nn0M> = M donc :

n

n—-+oo n
n —

nOM>M5).
n

Ve >0,3dn e N ,Vne N* (n>mn :>@ﬂ+
n

Ainsi, Vn € N*, (n > max(ng,n1) = ¢, > M —¢).
On en déduit que (¢,) diverge vers +oc.

e Si lim a, = —o0, on considére (—a,) et on applique le cas précédent.
n—-4o0o

II Applications
1. Soit (un)nen la suite réelle définie par

ug >0 et upy =

n
D uk
k=0
a. Déterminer la fonction f telle que :

Ve N, et = f(un)

n n—1
Ona:VneN*miH:g uk:un—kg Up = Up + uZ.
k=0 k=0

Par ailleurs, une récurrence immeédiate montre que Vn € N, u,, > 0 d’ou

Vn € N* up11 = \/u, + u2. La fonction f est donc z — 'z + 22.
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b. Etudier la convergence de la suite (u,).

2 2
Up + Us — U
Vn € N, tpi1 — up = \/up +u2 — up n n

Uy,
— — >
Vun Fu2 +un  Jup +uZ+u,
car Vn € N, u, >0 .

On en déduit que la suite (uy,) est croissante.

Si elle convergeait, comme f est continue, sa limite L vérifierait f(L) = L donc L = 0.

Or (uy,) est une suite croissante strictement positive, elle ne peut donc converger vers 0. Ainsi,
(up,) est croissante et n’a pas de limite finie, elle diverge donc vers +oc.

0

c. En appliquant le théoréme de Cesaro a la suite de terme général a,, = U1 — uyp, déterminer la

limitedeu—n.
n
Up, B Up, B 1
Vitn +up + un un(1+ i+1) 14,/ +1

1
donc lim a, = = d’aprés la question précédente.
n——+00 2

Ona:VnéeN w1 —u, =

1 - Un+1 Ul n+1 Up+-1 U1
Par télescopage, on a : Vn > 1, cn:—g ap = ntl 2= Uas - —;
n
k=1

n n n n+l n
n+1 U U 1
lim RN let lim —— =0 donc d’aprés le théoréme de Cesaro, lim — = —.
n—+too N n—+oco N n—+oo N 2
2. Soit (vp)nen la suite réelle définie par :
1 et v —1 20
Vo = V. =
0 n+1 n 1+ 3Un
a. Etudier la convergence de la suite (v,,).
Une récurrence immeédiate donne Vn € N, v,, > 0.
; o« Un+41 1+ 21}71
On a donc, Vn € N,0 < 1 4+ 2v, < 1+ 3v,, d’ou = 1.
Un, 1+ 3v,
On en déduit que (v,) est décroissante, minorée par 0 donc qu’elle converge vers un réel L

positif.

x
La fonction f:x +— x étant continue, on a f(L) = L donc L = 0.

+ 2
1+ 3z

b. Aprés avoir justifié que la suite (v,,) ne s’annule pas (récurrence immédiate) , appliquer le théo-

réme de Cesaro a la suite de terme général a,, =

— — pour déterminer la limite de (nvy,).

Un+1 Un
1 /143 1 /1+3v,—1-—2 1
vn €N, a, = — M—1 = — + SUn Un ) donc lim a, = 1.
Un \ 1+ 2v, Un, 1+ 2v, 1+ 2v, n—+o00
1 1 1 1 1 1
Par télescopage, on a : Vn > 1,¢, = — Zak = — _nt - —;
n NUpt1 MU, n  (n+ vy no
k=1
.on+1 . 1 s PO . 1
lim =1let lim — = 0 donc d’apres le théoréme de Cesaro, lim —— =1 et par
n—+oo N n—-+o00 NV n—-+00 NUy,
suite lim nwv, = 1.
n—-+o0o
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