DMS5 - Correction

DEVOIR MAISON 5 - RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Le but de ce probléme est de résoudre I’équation différentielle :
sin(z)y” + cos(z)y + 2sin(z)y =0  (E})

On note Iy = ]O, g [

. Montrer que :

1 sin(x oS 5 sin £
vz € Iy, o = 2() 2 %
cos?(xz)sin(x)  cos?(x) 2sing = 2cos
Vx € Iy, on a :
sin(z) cos 3 sing  sin(z) cos? £ + sin? 2 _ sin(z) 1 sin®(z) +cos?(z)
cos?(z)  2sinZ = 2cos%  cos®(z) 2sinZcosZ  cos?(z) sin(z)  cos?(z)sin(z)

1

cos?(x) sin(z)
. Résoudre dans I I’équation différentielle :
cos(z) sin(z)y’ + (cos?(z) — 2sin’(z)) y = 0 (E2)

y solution de (E2) sur Iy si, et seulement si :
, cos?(x) — 2sin?(x)
Vo € I, o/ (2) + y(@) =0

cos(z) sin(x)

& <Va: € I, y'(z) + (C?;((;C)) B 22;2((2) viw) = 0)

& (30 €ER, Vz € Iy,y(x) = C’e_1n(sm($))_21n(cos(x))> car sur I, cos(x) > 0 et sin(z) > 0

w0

= (3cer v et v = s )

cos?(x) sin(z)

. Montrer que ¢ : x — cos(z) est solution de (E7).

Vo € R,
sin(z)” (x) + cos(z)¢' (x) + 2sin(z)p(x) = — sin(x) cos(z) — cos(x) sin(x) + 2sin(x) cos(x) = 0
donc ¢ est bien solution de (E7).

. On pose y = zp.
Montrer que ¥ est solution de (E7) sur Iy si, et seulement si 2’ est solution de (Es) sur Iy.

y est solution de (Ey) sur Iy si, et seulement si Va € I
(sin(e) (" (2)p(x) + 22/ (2)¢ (2) + 2(2)¢" (2)) + cos(z) (/(@)p() + 2(2)(x)) + 2sin(z)=(2)p(x) = 0)

& | sin(2)p(x)2"(z) + (2sin(z) ¢ (x) + cos(z)p(x)) 2'(x) + (sin(z)¢” (x) + cos(z)¢' (z) + 2sin(z)p(z))z(z) = 0

0 car ¢ est solution de (E1)
& (sin(z) cos(z)z"(z) + (—2sin®*(z) + cos®(z))2’(z) = 0)
& 2/ solution de (E3) sur Ip.
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5. En déduire les solutions de (E7) sur Iy.

y = zp est solution de (Ep) sur Ij si, et seulement si :

C sin(z) cos & sin £
< € R, Vzx € Iy, Z'(x) cos?(z) sin(z) (COSQ({]}) * 2sin 5 o 2cos 5

1 . T €z
- (30 cR,IK € R, Yz € Iy, 2(x) = C (COS(@ +ln <51n§) “In (cos2)> +K)

Les solutions de (Ep) sur Iy sont donc les fonctions de la forme
x—C (1 + cos(z) In (tan g)) + K cos(x)

ou C et K sont des constantes réelles.

6. Donner les solutions de (E7) sur R.

1im+ (cos(x) In (tan g)) = —oo donc les seules solutions de (E7) sur Iy qui se prolongent en 0 sont
z—0

de la forme K¢, ot K est une constante réelle (il faut C' = 0).

Réciproquement, ces fonctions vérifient bien (Fj) pour tout réel x.
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