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DM4 - Correction

DEVOIR MAISON 4 - FONCTION TANGENTE HYPERBOLIQUE

On considére la fonction th (appelée tangente hyperbolique) définie par :
et _ o7

thie) = G

. Justifier que th est définie et dérivable sur R et que

Yz €R, th'(z)=1— (th(z))?

La fonction exponentielle est dérivable sur R et strictement positive.
Ainsi, pour tout x € R,e* +e7% #£ 0 et th est définie et dérivable sur R comme quotient de fonctions
dérivables, le dénominateur ne s’annulant pas.
a2 a2
¥ L e %) _ (e — %
( ) = ( S (th(z))*

Ve eR, th'(z)=
( ) (CquC*m)z

. Montrer que I'on peut réduire 1'étude de th sur R, puis faire 1’étude de ses variations et le calcul de

sa limite en 4o00.

La fonction th est impaire. On peut donc I'étudier sur R7.
—an2 N2
e +e ) — (et —e™* 4
Vz € R, th’(m):( +et) —( . ) _ 5 >0,
(e.’L‘ +e—:r) (67 + e—q:)
donc th est strictement croissante sur R.

e’ (1 —e
Vx € R, th(z) = ————-+ donc lim th(z) = 1.
e? (14 e—2%) 200

Justifier que la fonction th réalise une bijection de R sur un intervalle I a préciser.

Par parité, on a : lim th(x) = —1. La fonction th est continue, strictement croissante de R sur
Tr—>—00

I =] —1,1]. Elle définit donc une bijection de R sur I.

La bijection réciproque de th se note Argth.

Déterminer Argth(0).
th(0) = 0 donc Argth(0) = 0.
Expliquer pourquoi Argth est dérivable sur I et montrer que

1
1— 22

Vz eI, Argth'(z)=

Ve € R, th'(z) =1 — (th(z))? # 0 car th(z) €] — 1,1[. On en déduit que Argth est dérivable sur I et
Vo € I, Argth’(z) = .

— 2

. Déterminer les réels a et b tels que

vier, - b _ 1 , 1
T1—-t2 1—t 1+t 2(1—t) 2(1+1)
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b. En déduire la forme explicite de Argth(z).

1
Vz € I, Argth'(z) = 20 —2) + 50 +2)

; on en déduit :

1 1 1
Vo € I, Argth(z) = —§1n|1—x|+§ln|1+:1:]+0t6zln 1+$ + Ce.
-z
Commet Argth(0) = 0, on obtient :
1+
Vo €] —1,1], Argth(z) =In .
-z

6. Retrouver le résultat précédent en résolvant pour y € I I’équation th(z) = y d’inconnue x.

e’ —e " e " (e2””—1)
Vel thiz) =y o —yeo— )y ®1_y)=14y.
y ('r) y e:E + e—:L’ y e—fL’ (621' + 1) y € ( y) + y
1 1 1 1
Ainsi, pour y € I, y # 1 et e2x:ﬂd’oﬁx:fln -ty =1In ~ty
11—y 2 1—y 1—y
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