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DEVOIR MAISON 15 - SERIES

Pour n € N* et x €] — 00, 1], on définit :

1. Etude de S, (1)

Pour n > 1, on note
Yn = Sn(1) — In(n)

a. Etudier la série de terme général D,, = Y41 — Yn, pour n > 1.

Pour n>1on a:

1 1 1 1 1 1
D, = —In(n+1)+1In(n) =— x ln<1+> = +o<2>.
n n—-4o0o

n+1 n 1+1 S o2 n

n
Par comparaison a une série de Riemann, on en déduit que la série de terme général (D,,) converge.

b. En déduire que (;,) converge. On note + sa limite appelée constante d’Euler.

n
Vn > 1, Z Dy = yn41 — 71 ( somme télescopique).
k=1
La série Z D,, converge donc la suite (v,) converge.

. 1 2
2. Etude de la série Z — CoS (mr)
n

n>1 3
Pour n > 1, on pose

"1 2k
C, = kz ECOS <37r>

=1
a. Déterminer les réels a,b et ¢ tels que pour n > 1,

n 1 n—1 1 n—1 1
Csp = —+b
3n C‘pz:;:agfr ;3p+1+cp§03p+2

Vn>1,0na:
n n—1 n—1
1 2 x 3pm 1 2x (3p+1)m 1 2x (3p+2)m
Can =3 gooos (250 ) 4 3 o ( P SRR CLIC A
o 3p 3 = 3p+1 3 o 3p+2 3
n 1 1 n—1 1 1n 1 1
= 3p 2p:03p+1 2 3p+2
b. En déduire que
1 1
Pourn>1,ona:
1{&1 &1 & 3en 1 1 1
Csp = —= — — - = —=53,(1 =S, (1
T T ;3p+§3p+1+pz;)3p+2 +2p:13p 55n (1) + 350 (1)
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c. Etablir la convergence de la suite (C,,) et donner sa limite.

1 1
Pour n > 1, on a Cs, = —§Sgn(1) + iSn(l) donc :

1 1
Cin = § (o +1n(n) — 30— In(3m)) = & (30 — 730 — In(3)).
On a montré au 1.b. que () converge donc lirf (Y — 73n) = 0 on en déduit que (Cs,,) converge
n——+0oo

1
vers — n(3)'
2
De pl >1, C C L1 t C! C ! ! + !
e plus, pour n = - = e = - = .
pius, p = 4, Y3n+1 3n 23n+1 3n+2 3n 2\3n+1 3n+ 2
In(3
Ainsi les suites (Csy,), (Capt1) et (Cspp2) convergent vers _né) donc (C},) converge également vers
ce réel.
3. Etude de S,(—1)
a. Montrer que
Vn Z 1,\V/.’L' E] — 0Q, 1[, ln(l — l‘) = —Sn(.’L') — ) mdt
o x (SU _ t)n
Pour n > 1 on note P, la propriété : Vo €] — oo, 1], In(1 —z) = —S,(x) — Wdt.
o (I—

Pour x <1, on a:

Tox—t Tx—-1)+1—t x—1 *
—~ — ] S dt=—a— [ gt = 2~ |=— —In(1—t)| =In(l-
s - [ gogpe=r- [ S0 e[ 0] <o
P; est donc vérifiée.

To(x—=t)"
Soit m > 1. On suppose P, vérifiée : In(1 — z) = =S, (z) — /0 mdt.
On définit 1 et v sur [0,2], par u(z) = — =" et w() ! ¢ v sont de classe C
n définit u et v sur [0, z], par u(x) = ————— et v(t) = ————. u et v sont de classe
sur [0, x] et le théoréme d’intégration par parties donne :
T A _tn—l—l T T —t n+1 n+1 T ¢t n+1
/(x P B Cl) +/<x = +/(‘T "t
o (1—t)ntl (n+1)1—t)"*tt],  Jo (1—t)nt? n+1  Jo (1—t)n+2
xn—&—l T (CL’ o t)n+1 x (x o t)n+1
On a donc In(1 —z) = =S, (z) — nrl /0 (A1) dt = =Sp+1(z) _/0 mdt.

P41 est donc vérifiée.
Par principe de récurrence, P, est vérifiée pour tout n > 1.

Remarque : Ce résultat s’obtient plus rapidement avec la formule de Taylor avec reste intégral que
l’on a démontré en classe, mais qui n’est pas explicitement au programme !

b. En déduire que la série de terme général u,(—1) converge et en donner la somme.

D’apreés le résultat précédent, avec z = —1, on a pour n > 1 :
L(—1-t)n (=1 +u)”

L(=1+u)" ! 1
Ainsi > 1, |In(2 n(=1) = " —du| < 1 —wu)"du = .
insi, pour n > 1, [In(2) + S, (—1)| /0 13w u_/o( u)"du o
Le théoreme d’encadrement permet d’obtenir EI-E Sn(—1) = —1In(2).
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1
n+1)(2n+1)

4. Etude de la série Z (

a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

b. Montrer que

3

Pour n > 1, So,41(—1)

k=1
ce qui donne le résultat attendu.

1
(n+1)(2n+1)

c. Déterminer la somme de E
n>0

Pourn > 1, on a:

n n

1 -1 2

X+D)2X+1)  X+1 2X+1

1 -1 2 1
- = T On 1 2| = n 1) — n -1
kzo(k+1)(2k:+1) kzo(k+1+2k:+1) S (1) + <2S (1) = Szna( )>
—1
- *Sn+](].) + Sn(l) - 252n+] (*1) - m - 2SZTL+1' )
D’apres le 3. ngrfoo Sp(—1) = —In(2) donc la série Z CESNCES) converge vers 21In(2).
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