2a.

DM14 - Correction

DEVOIR MAISON 14 - PRIMITIVES DE FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Pour tout entier naturel n on considére la fonction f, définie sur | — m, 7[ par :

fn(:E) = /0z Mdt

1+ cos(t)

. Calculer fo(z), fi(x) et fa(x).

t
On pourra effectuer le changement de variable v = tan 3

, t ot 2 _ 1—tan®Z 2
Si on pose u = tan ; alors on a : cos(t) = 2cos” 5 — 1= ——— — 5
2 2 1 + tan® 5 1+ tan

1—u
1+u2

N[+ | D[+

1 2
et du = tu

dt. On peut appliquer le théoréme de changement de variable.

x dt tan 1 2du tan 5 T
folx) = — = 5 5 = du = tan —
0 1+cos(t) ~~ Jo 1+L—rg2 1+u 0 2

fl(x):/’cosﬁdt:/’m@)—ldt:/' 1o Y Nateotan®
o 1+ cos(t) o L1+ cos(t) 0 1+ cos(t) 2
T 2 T 2 -1 1 T 1
fz(x):/ ws(t)dt:/ COS<t>+dt:/ cos(t) — 1+ — ) at
o 1+ cos(t) 0 1+ cos(t) 0 1+ cos(t)

= sin(z) — = + tan

Justifier que l'on peut réduire I’étude de f,, a l'intervalle [0, 7|, puis étudier ses variations sur cet
intervalle.

) L [T" cos™ cos™ ) B o .
v”ﬁLe]_ﬂ’ﬂ[’f”(_m)/0 HT v/ 1+ cos(u) (—du) = = fal@);

la fonction f, étant impaire, on peut letudlor sur [0, 7r[.

cos™(t
La fonction ¢t — l—i-(()t) est continue sur [0, 7[, le théoréme fondamental de 'intégration donne
cos
cos™(x)
donc f,, dérivable sur ce domaine et Vo € [0, 7 ') = —————.
3 07l Fale) = ooty

e Sin est pair, Vz € [0, 7], f} ( ) > 0 donc f, est croissante sur [0, 7[.
e Si n est impair, Vo € {0 } Jfr(z) > 0et Vo € [— W[ fr(z) < 0 donc f, est croissante sur

[0, g} et décroissante sur [g, T [

Déterminer le développement limité de f,,(z) & 'ordre 3 au voisinage de 0.

2 2 n
£ (z) = cos"(z) (1—%+0(9€ )) _ 1—n% + o(a?) _ }_2n—1$2+0( 2
n 1+ cos(x) =—0 2—§+0(g72) I‘)02<17§+0(w2)) z—0 2 8
r 2n—-1 4

Comme f,,(0) =0, on a par intégration : f,(z)

azj(] 5 B 24 S ( )

En déduire I’équation de la tangente & la courbe représentative de f, au point d’abscisse 0, et la
position de cette courbe par rapport a la tangente (en discutant suivant les valeurs de n).

On déduit de la question précédente que la courbe représentative de f,, admet une tangente a ’origine

) T
d’équation y = 3 et que :
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1
e Sin=0, fo(xr)— g = ﬂxg +o(x*) donc la courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de

07" et en-dessous au voisinage de 07 .
2n —1
e Sin # 0, fu(z) — g S n24 23 + o(2®) donc la courbe est en-dessous de la tangente au
T—

voisinage de 07 est au-dessus au voisinage de 0.

3a. Montrer que :

27 T cos™(t) 1 x
N I L0 IO N E
V:UE[?) W[ /2; 1+cos(t) |~ 2n Y V3
2 7 (¢ 2 2 1
Soit z > ?77 it 1C4i()(s()7f) est de signe constant sur [;, x] (négatif) et Vt € [;r, T [, [cos(t)| > 3
¥ cos™(t) T | cos™(t)] 1 x
On a donc : ——dt| = ——dt > — (t —— 3)
Hadone /2; 1+ cos(t) /2; 1+cos(t) — 27 g V3

b. En déduire les limites de f,, en 7w et —.

Le théoréme de comparaison donne : lim = +400.

x n
t
/ cos™(t) d&t
z—7m | f2r 1 4+ COS(t)

3

2m
3 cos™(t) T cos™(t) .
w(x) = ——dt ——dt d | n = +0o0.
f(2) /0 1 + cos(t) " /mr 1 + cos(t) one [ fol@)] =+

3
En tenant compte de la parité et du signe de f,(x), on a :

e Sin est pair, lim f,(z) = 400 et lim f,(z) = —o0;
T T——T
e Sin est impair, lim f,(z) = —c0 et  lim f,(x) = 4o0.
T T——T

c. Donner l'allure de la courbe représentative de f,, sur | — 7, 7| en fonction des valeurs de n.

sin=0: sin >0, pair : si n > 0, impair :
|I. |
\
|
~ B P
- ’ Jl/ /'-
4. En remarquant que
n(¢ n—1 t
vn > v —ml, U s €
1+ cos(t) 1 + cos(t)
trouver une relation entre f,(x), fro—1(x) et f_2(x) pour n > 2.
cos™1(t)
Soient u et v défini — ) = ot (t) = sin(t).
olent u et v définies sur | — m, | par u(t) T+ cos(t) et v(t) = sin(t)

u et v sont de classes C! sur leur domaine ; le théoréme d’intégration par parties donne, pour €l-m,m|:
" , _ [sin(t) cos™1(t)]*  sin?(t) cos" (1) “ sin?(t) cos" (1)
o) = [t = | st [ S o) [ S e
sin?(t)  1—cos®(t) 1—cos(t) ., .
Or, ¥t €] —m,xl; (14cos(t))? (1 +cos(t))? 14 cos(t) don:
; n—1

o €] = mal, fule) = T (0 1) (faeale) — Foa@) 4 (0D (a0~ (o),
sin(x) cos™ ()

1 + cos(x)

~— [

Finalement, Vz €] — 7, 7w[, (n—1)f,(z) =

+(n=Dfn2(z) = fa(2).
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