DM11 - Correction

DEVOIR MAISON 11 - POLYNOMES

Pour n € N* on définit le polynéme

P, = l (X +1)2+ — (X — i)2n+1)

21

Pour z € R\ U {km} on définit

keZ
cos(z)
sin(x)

cotan () =

la. Déterminer les racines dans C du polynéme X271 — 1.

2ikm
Ce sont les (2n + 1)-émes racines de 'unité : {e2n+1 ke — n,n[l}.

b. En déduire que les racines de P, sont les nombres

(x = cotan <2nkj_1> ot ke|]—n,n]\{0}

On remarque que i n’est pas une racine de P,, donc :

Pu) =0 (@+)2 = (z—i)™) & ((xﬂ)wl - 1) = <$+1 — il ke - n,nﬂ>

Tr—1 Tr—1

On voit que pour k£ = 0 I'égalité est impossible. On a donc :
2ikm ikm
i <e2n+1 + 1) ie2n+12 cos ( ki )

2n+1
P (z)=0& |2z = "

ik = T ikx . B = (i k € [ —n,n[\ {0}
e2ntl — 1 e2n+12isin <2n11>

2. Montrer que
— (2n+1 k y2(n—k)
=3 (5 ly) o

La formule du binéme donne :

2n+1 n
1 2n + 1Y\ . _ 1 2n + 1Y\ . .
P = _ P(1 -1 p+1 X27L+1 P _ - 2k+12X2(n k)
"2 pz_o ( p )1(;(,)_), p=2b+1 21 = \2k + 1 ()

nul pour p pair

_ 2n + kv 2(n—k)
=3 (Ghi) o

On remarque & ce stade que P, est un polyndéme pair, de degré 2n et de coefficient dominant 2n + 1.

3. Donner la factorisation dans R[X] du polynome @,, € R[X] tel que

Po(X) = Qu(X?)

Qn a pour racines (7, k € | —n,n|\ {0}, il est degré n (car P, est de degré 2n) et de méme coefficient
dominant que P,. On a donc

n
@2n+ 1) (X -¢)
k=1
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4a.

1
. Montrer que pour = € ] [ ona:
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Calculer la somme S,, définie par
S = G
k=1

n

ona Q=Y (5 17) Cofxrt =t p X - )

k=0 k=1
En utilisant la formule qui donne la somme des racines d’un polynéme en fonction de ses coefficients,
2n+1
(=1)
btient - S 3 n(2n —1)
on obtient : = = .
HOPHE o o+ 1 3
Soit 0 € ]0, T [; exprimer ——— en fonction de cotan ().
2 sin”(0)
1 cos?(0) + sin?(0)

- = cotan?(6) + 1.
sin?(6) sin?(6) cotan™(0) +

Calculer la somme T, définie par
n

1
a2 km
k=1 Sl <2n+1)

>+1> :Sn+n=2"("3+1).

T, =

n
km
T, = <cotan (2
k=1 +

1 1
cotan ?(z) < — <

sin?(z)
Soit a € }O, g [; la fonction sinus (resp. tangente) est continue sur [0, a], dérivable sur |0, a[ de dérivée

x + cos(x) (resp. x — 1 + tan®(x)).
Le théoréme des accroissements finis donne pour tout x € [0, al :
v 3b€]0,z[, sin(z) —sin(0) =cosh(x —0) <=z
€10,1]
v 3c€)0,z[, tan(z)—tan(0) < (1 + tan?(c)) (z — 0) > .

|
>1

0 1
Ainsi, pour tout x € ]O, 5 [, tan(x) > x > sin(z) > 0 donc la fonction z — — étant décroissante sur
x?
I on2(z) < 1
— < — ou encore : cotan“(z) < —
tan?(z) — 22 — x?

R*,ona: — —
+ sin?(x) x sin?(x)

n

1
. Déduire de ce qui précéde que la suite <Z ﬁ) est convergente et calculer sa limite.
neN*

k=1

k
Vk € [1,n], o™ _7:_ 1 € }O, g [ donc d’apres la q;estion précédente :
k 2 1 1
Vk € [1,n], cotan? i < nt < — .
2n+1 km gin2 ( kr )
2n+1

Donc en sommant, on obtient :

2n+1 n(2n — 1) 2 1 2n(n+1) w2
Sp < — <T, < — <
”‘( )Z 3 1P B :

Le théoréme d’ encadrement donne :

Devoir maison PTSI - Sophie Touzet - Page 2 sur 2



