St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°8 - ANALYSE ASYMPTOTIQUE - SUJET 1

1. Déterminer les limites suivantes, en détaillant la démarche (la limite seule ne sera pas acceptée) :

_ 2
N )
a—0  sin*(z)

27)2\ ? 1 — cos(2z))?
(1—cos(2z))® ~ (22) et sint(z) ~ 2 d’on, par quotient :  lim M =4
=0 2 20 a—=0  sin*(z)
b. mgriloox (In(2 4 z) — In(x))
In(2+z)—In(z) =1 1—i—g et 1 1+g g d’ou : li (In(2 + z) — In(x)) =2
n(2+z)—In(z) = In . n ) BN u: x_l)rfooxn x n(z)) =
c. lim In(z)
z—11 — \/5
In(1+h h 1
En posant z =1+ h, on a : n( +h) ~ i d’ott: lim n(z) = _9
1—+V1+hh=s0—5h a—11—\/x

2. Déterminer le développement limité au voisinage de 0 & l'ordre indiqué des fonctions suivantes :
In(1+z)

a. u:zr— S a l'ordre 3
L 1o 13 3 ~
u(z) = -+ -x*— —x° 4 o(x”) obtenu par produit de DL usuels.
=02 6 24

b. viz—=\/1+V14+2x a Pordre 3

1 ) 21 . .
v(x) = V2 (1 + g% 1—28332 + 102433‘5> + o(2?) obtenu par composition de DL usuels.

c. w:z+— Arctan ( * > A l'ordre 6
1+

22
L 1 — 2% + 2* + o(2°) donc, par primitivation, Arctan(z) = z — 1353 + 11’5 + o(2%).
14 22 2—0 ' 4 7 z—0 3 5
Par composition, on obtient : w(z) = z — -2 4+ —z° + o(z").
z—0 3 5 )
11—z
Autre méthode : w est dérivable sur R et Yz € R, w'(z) = ———5—.
1432+ 2
Un produit de DL usuels donne : w'(x) = 1 — 422 + 112* + 0(3;5) puis, par le théoréme de
T—r
4 5 11 -
primitivation, w(z) = z — -2+ —a° + o(x)
z—0 3 5)

T
3. Déterminer le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 3 de la fonction

h : x — In(cos(x))

.. 7T
Au voisinage de —, h est de classe C°° et on a :

W (x) =
cos(z)
A Taide de la formule de Taylor-Young, on obtient :
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_ sin(z)

= —tan(z), A'(z)=—(1+tan?(z)), hO®(z)=—2tan(z)(1 + tan?(x)).
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St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°8 - ANALYSE ASYMPTOTIQUE - SUJET 2

1. Déterminer les limites suivantes, en détaillant la démarche (la limite seule ne sera pas acceptée) :

a lim In(2 - cos(2z))
=0  x sin(3x)

N — (2z)? ) ) |
In(2—cos(2z)) o In{1+ 5 + o(z?) ) donc In(2—cos(2x)) o~ 222 et wsin(3z) ~ 35
In(2 — cos(2 9
d’ot, par quotient : lim In(2 — cos(2z)) _ 2

z—0  x sin(3x) 3
In(l+e®
b, lim 2T
T—~400 e~ T
In(1+e?®
lim ¢ * =0 donc In (1 + efx) ~ ¢ * dou, par quotient : lim @ =e !
T—+00 T—+00 T—>+00 el—T

. V1—=x
c. lim
z—1- 1 — \/E
Enposant x =1—hona:1—vV1—h = fh—I—o(h) donc par quotient :

h—0 2
. . Vl-=x
d’ou lim
z—1- 1 — \/E

o Vh 2
1—+1—hh=0+h

:+oo

2. Déterminer le développement limité au voisinage de 0 & l'ordre indiqué des fonctions suivantes :

In(1 —
a. u:x»—)u A lordre 3
33:+:E21 . 17
b 02 3
W) 5,73 5% 5% " 3a® o)

b. v:z+— In(l+In(1l+ x)) a lordre 4

7 5 35
v(x) v z® + 61"5 — ﬁx‘l + o(z*)

1
c. w:x+— Arcsin (x_; ) A 'ordre 4

1
V3 —2x — 22

w est dérivable sur | — 3; 1] et Vz €] — 3;1[,w'(z) =
1 7 .
r+-2? + —a3 + oz )> puis, par le théoréme

V3
3 27

ER
V3o V3, TV
g g gy o)

Le DL de (1 + u)_% donne : w'(z)
3
L V3
3

xiO
d imitivati ( ) 77
e primitivation, w(z) = —
P v ’ z—0 6
0
3. Déterminer le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 5 de la fonction
h:x+— In(sin(x))

™
Au voisinage de 5 h est de classe C™ et on a :
2 cos(z)

cos(z) 1 ‘
W) = W) = —— L @) = 2608
(z) sin(x)’ (@) sin?(x)’ (@) sin3(x)

A Taide de la formule de Taylor-Young, on obtient :

) 5, @) V(e 5) -2 (o 1) 2 (o Y o (o= 7))

s
=5
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