St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°6 - SUITES NUMERIQUES - SUJET 1

1. Question de cours
Montrer (en utilisant uniquement la définition des limites) que si (u,) et (v,) sont des suites réelles
admettant respectivement pour limites 0 et 400, alors la suite (u, + v,) admet pour limite 4o0o.
Soit M € R.

lirf u, =0 donc : In; € N,Vn € N, (n > ny) = (u, > —1)
n—-+0o0

lim v, =400 donc : Ing € N,Vn € N, (n > ng) = (v, > M + 1)

n—+400

On en déduit : Vn € N, (n > max(ny,n2)) = (un + vy, > M).
Dou lim (up+vy) = +00
n—+oo

2. Etablir la limite des suites suivantes, et justifier la réponse :

Ccos (l) 1 .
a. u, = nz. Vvn>1,——<wu,<— = lim wu, =0 (par encadrement).
n n n n——+oo
n
2 2
b. v, = - — = — — lim v, =2
" k k+1 ~~ n+1 nstoo
k=1 télescopage
2 2tan (2
c. wn:ntan(—> :# = lirJrrl wy, =2,
n = n—-+0oo

n

t
car lil% an(z) = tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1 (limite d'un taux d’accroissement).
xr— X
—3n 42 3 (—14(3)"
d. z,= + = ( (23) ) — lim =z, =-1
3"+ 2n 3 (1+37) n—r+oo
2 " 2n
car, 0 < — < 1 donc lim <> = 0 et, par croissances comparées, lim — =0
3 n—+oo n—+oo 3™

3. Expliciter les suites réelles suivantes en fonction de n :

up = —1 n+1
. =2—
a { Up+1 = Sup, — 4 Vn € N tn 3

. - (-1 il
b { Up42 = Upt1 + 2Un Vn € N tn 3( ) N

“ { o~ (o < wn = (-2 (5 1)

Unt2 = —4(Upt1 + Up) VneN

4. Etablir les variations et la convergence éventuelle des suites réelles suivantes :

Uy = 0
{un+1:u%+3un+2 Vn € N
Vn € N, i1 — ty = u2 + 2u, +2; or Vo € R,2% + 2242 > 0 (A < 0) donc la suite est croissante.
D’aprés le théoréme du point fixe, si (u,) converge vers [, on a : 124204+ 2 = 0; cette équation
n’admettant pas de solution réelle, on en déduit que (u,) diverge et, comme elle est croissante,

lim u, = +oc.
n—-+o0o
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1.1
b. un:EZEa pour n > 1
k=1
"1/1 1 1 1 1 11
R ;k<n+1 n>+(n+1>2 n“(”“ ”;k>

"1 1 1 -1 1 1
Comme — > 1, on en déduit que - = - < - —<0.
;/{_ d n+1 n;k_n—i—l n -
Ainsi, la suite (uy,) est décroissante, et comme elle est clairement minorée par 0 on déduit du théoréme

de convergence monotone qu’elle converge.

5. On considére la suite (u,,) définie par :

1 2
u0:§ et VneN: wu,i=

a. Montrer que Vn € N, 0 <u, <2.
La fonction f: z +— est décroissante sur RT a valeurs dans R .
uo € [0;2];

YN (0 <y <) (£(2) < f((w) < F0) = (02

1+ 22

| Do

< Uptr < 2>

Par principe de récurrence, on a donc ¥n € N, u,, € [0;2].

b. Etablir la convergence des suites (ug,) et (ugn11)-
La fonction f étant décroissante sur R™ & valeurs dans R, la fonction f o f est croissante de R™
dans RT. Ainsi, les suites (u2,) et (ug,y1) sont des suites monotones. On a montré & la question
précédente qu’elles sont bornées, elles sont donc convergentes, d’aprés le théoréme de convergence
monotone.

c. En admettant que
Ve eR, 2% —22"+223 — 42?450 —-2=(z—1)3@? +2+2)

déduire des questions précédentes la convergence de la suite (u,,) ainsi que sa limite.

Les suites (ug2y,) et (u2n4+1) convergent vers un point fixe de la fonction f o f (qui est continue).
Ona: (fof(x)=u1) e (°—22" +22° — 42® + 52 — 2 = 0) & (z = 1), d’aprés la factorisation
donnée.

Ainsi (ugy,) et (u2n+1) admettent la méme limite égale & 1. On en déduit que la suite (u,,) converge
vers 1.
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CB N°6 - SUITES NUMERIQUES - SUJET 2

1. Question de cours

Montrer (en utilisant uniquement la définition des limites) que si (u,) et (v,) sont des suites réelles
admettant respectivement pour limites 1 et +o00, alors la suite (u, X v,) admet pour limite 4o00.

Soit M € RT.
1
lim w, =1donc: 3In; e NNVn e N, (n>ny) = (un > )
n——+o0 2
lim v, =400 donc : Ing € N,Vn € N, (n > ny) = (v, > 2M)
n—-+o0o

On en déduit : Vn € N, (n > max(ni,n2)) = (up X v, > M).
Dou lim (u, X v,) = 400
n—-+oo

2. Etablir la limite des suites suivantes, et justifier la réponse :

2
sin(n 1
a. u, = (%) Yn>1,-——<wu,<— = lim wu, =0 (par encadrement).
n n n n—-+o00
n
2 2 2 .
b Un = E—m = H_2:>n£gr}oovn__2
k=2 télescopage
1 tan (=5
c wn—ntan<—2> :# = lim w, =0,
n nﬁ n—-+oo
. tan(z , 2 o , .
car hH(l) =tan’'(0) = 1 4 tan“(0) = 1 (limite d’un taux d’accroissement).
T— x
qn — 3n 4" (1 — 3\"
d. z,= = ( (g) ) — lim z, =1
4" + 3n 4n (1 + 4ﬂ) n—r-+00
3 . " ) , ) 3n
car, 0 < — <1donc lim | -] =0 et, par croissances comparées, lim — =0
4 n—-+00 n——+oo 4"

3. Expliciter les suites réelles suivantes en fonction de n :

up = —1 n+1
. =1 —2
a {un+1:—2un—|—3 Vn eN tn +(=2)
ug = —2, Uy = 1 n
b. n=—1—(-2
{ Up+2 = —Up41 + 2Un Vn e N tn ( )

u =1, wu =0 B . (37 - (3n
“ { Un+2 = —2(Un+1 + Up) Vn e N un = (V2) (COS ( 1 n) =+ sin < Rk

4. Etablir les variations et la convergence éventuelle des suites réelles suivantes :

U():O
U1 = —u2 +3up, —2  YneN

Vn € Nyt — tup = —u? +2u, —2; or Vo € R,—2® + 22 —2 < 0 (A < 0) donc la suite est

décroissante.

D’aprés le théoréme du point fixe, si (u,) converge vers [, on a : —12 421 — 2 = 0; cette équation
n’admettant pas de solution réelle, on en déduit que (u,) diverge et, comme elle est décroissante,

lim wu, = —oc.
n—-+00
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n

2k —1
b. UnZH , pour n>1

2k
k=1
On remarque que la suite est composée de termes strictement positifs. On a :
u 2n+1 . : .
Yn>1, 0< ntl = < 1; on en déduit que la suite est décroissante.

Up, ~— 2n+2
télescopage
Comme elle est positive, elle est minorée par 0 donc, d’aprés le théoréme de convergence monotone,

elle converge.

5. On considére la suite (u,) définie par :

u():% et VneN: wuyi= 2_:)“%
a. Montrer que Vn e N, 0 < wu, < 2.
La fonction f : x +— 72 est décroissante sur R* & valeurs dans R™.
ug € [0;2];
YN0 uy <)% (/) < f(() < FO) = (0 5 S <5 <2),
Par principe de récurrence, on a donc Vn € N, u,, € [0;2].

b. Etablir la convergence des suites (u2,) et (ugny1).
La fonction f étant décroissante sur R™ a valeurs dans R, la fonction f o f est croissante de R™
dans R™. Ainsi, les suites (u2,) et (u2,y1) sont des suites monotones. On a montré & la question
précédente qu’elles sont bornées, elles sont donc convergentes, d’aprés le théoréme de convergence
monotone.

c. En admettant que
VzeR, 2z° -3z 482% — 1222+ 170 — 12 = (z — 1)(2? + = + 3)(22% — 32+ 4)

déduire des questions précédentes la convergence de la suite (u,,) ainsi que sa limite.

Les suites (ug2y,) et (u2n+1) convergent vers un point fixe de la fonction f o f (qui est continue).
Ona: (fof(zx)=2z)e (22° -3z +82% — 1222+ 172 — 12 = 0) & (z = 1), d’aprés la factorisation
donnée.

Ainsi (ugp) et (u2n+1) admettent la méme limite égale a 1. On en déduit que la suite (u,) converge
vers 1.
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