St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

|CB N°1 - RAISONNEMENT - VOCABULAIRE ENSEMBLISTE - SUJET 1|

1. Questions de cours

a. A l'aide d’une table de vérité, démontrer que
1 (P=Q) < (PAIQ)

b. Montrer que la composée de deux injections est une injection.

2a. Soit f € R¥. Donner la signification puis la négation de I'assertion suivante :

V(z,y) €R% (x < y) = (f(z) < f(y))

Cette assertion signifie que f est strictement croissante sur R.
1 (V(a,y) € R% (z < y) = (f(2) < f(v) & (B(x,y) € R%, (z <y) A (f(x) = f(y))

b. Soit (up)nen une suite numérique.
Traduire a l'aide de quantificateurs le fait que (uy,)nen n’est pas majorée.
VM € R,dn € Nyu,, > M

up=1,u3 =3

3. On considére la suite (u,)nen définie par { Upto = dUpt1 — du,, VYn €N

Montrer que :
Vn € N, un:2”<1+g)

Pour n € N, on note H,, : u,, = 2" (1 + 2)

X Initialisation : Hy et H; sont vérifiées par le calcul.
X Hérédité : Soit n € N*. On suppose H,, et H,, 1 vraies. On a alors :

1 1
un+1:4un4un1:4<2”(1+g)2n_1 <1+n2 )) — 4 x 9m! <2+n1”2 )

n-+1

=2 (14

, ainsi Hy11 est vraie.

Conclusion : Par principe de récurrence H,, est vraie pour tout n € N.

4. a désigne un entier. Montrer que si a? est un multiple de 16 alors g est un entier pair.
On suppose que a® est un multiple de 16 et que g n’est pas un entier pair.
a? est un entier pair, donc on sait que a est un entier pair, ainsi g est un entier. Comme il n’est pas
pair, il est donc impair et il existe n € Z tel que % = 2n + 1 et par suite a® = 4(4n” + 4n + 1).

a? étant un multiple de 16, il existe k € Z tel que a® = 16k. On a donc 4k = 4n? 4+ 4n + 1. Ce qui est
impossible car 4 divise 4k — 4n? — 4n mais ne divise pas 1.

a . .
On a montré par I'absurde que 3 est un entier pair.

5. Soit f: (z;y) — (z + 3y; x — by).
Montrer que f est bijective de R? dans R? et déterminer sa fonction réciproque.
Soient (x;y) et (a;b) dans R?.
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f(xmy) - (a’7b)<:>{ x_5y:b (L2) L1 <—<15:L1>+3L2 8y:CL—b =

Lo +— L1 — Lo Yy =

1 1
Ainsi, f est bijective de R? dans R? et f~1: (a;b) <Za + %b; g% 8b>

. I et J désignent des parties de R. On considére la fonction f suivante :

I — J
r — In(z? - 32)

f:

Déterminer des ensembles I et J, pour lesquels f est bijective.

Il faut I C] — 00;0[U]3; 400 pour que le logarithme soit défini.

5a + 3b

8
a—>b

~ Sur | — 0o; 0, par composition, f est continue et strictement décroissante, elle est donc injective.

De plus lim f(z) = +o0 et lim f(z) = —o0.
T——00 z—0

Ainsi, une possibilité est I =] —o00;0[ et J = R.

~» Sur ]3; +oo[, par composition, f est continue et strictement croissante, elle est donc injective.

De pl li = li = —00.
e plus mirfwf(x) +00 et ml_r%f(x) 00

Ainsi, une autre possibilité est I =|3; oo et J = R.
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\CB N°1 - RAISONNEMENT - VOCABULAIRE ENSEMBLISTE - SUJET 2

1. Questions de cours

a. A l'aide d’une table de vérité, démontrer que
P=Q) < (PvVQ)

b. Montrer que la composée de deux surjections est une surjection.

2a. Soit f € R¥. Donner la signification puis la négation de I’assertion suivante :

V(z,y) € B2 (z <y) = (f(x) > f(y))

Cette assertion signifie que f est strictement décroissante sur R.
1(¥(z,y) € R (z <y) = (f(2) > () & (Bla,y) € R (z <y) A (f(2) < f(x)))

b. Soit (up)nen une suite numérique.
Traduire a l'aide de quantificateurs le fait que (uy,)nen n'est pas minorée.
vm e R,In € N, u,, < m.

3. Soit (up)nen+ une suite de réels positifs telle que { u2

Montrer que :
Vn € N*, Up 2

n
Pour n € N*, on note Hy, : u, > 1
X Initialisation : Hjest vérifiée par le calcul.
X Héredité : Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n], Hy est vraie. On a alors :
1 n(n+1

1 1)2 -1 1
Par ailleurs, pour n > 1, n(n8+ ) — (n 16 ) = (n iénJr ) >0;

(n+1)2

on en déduit que ui 112> et comme u,41 > 0, on obtient que H, 1 est vraie.

Conclusion : Par principe de récurrence H,, est vraie pour tout n € N*.

4. a désigne un nombre entier.
a
Montrer que si a® n’est pas un multiple de 16 alors 3 n’est pas un entier pair.
a a
On suppose que 3 est un entier pair. Alors, il existe k € Z, tel que 5= 2k. Par suite, a = 4k et donc
a? = 16k? donc a? est un multiple de 16.

Ainsi, par contraposée, si a® n’est pas un multiple de 16, 5 n’est pas un entier pair.
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2z + 3
4r — 1
exprimer sa fonction réciproque.

1
Soient x € R\ {4}, et y € R.

. Soit f :x—

1
Montrer que f est une bijection de R\ {é_l} dans un ensemble [ & définir, et

34y 1
/\ —
4y — 2 y7&2>
3+y
4y — 2

fe)=y<=2r+3=yldor—1) <= zx(dy—2)=3+y < <x:

1 1
On a montré que f est une bijection de R\ {4} dans R\ {2} et fliys

. I et J désignent des parties de R. On considére la fonction f suivante :

I — J

x — V42 -9

Déterminer des ensembles I et J, pour lesquels f est bijective.

f:

3 3
Il faut I C [—oo; —2} U [2; 400 | pour que la racine soit définie.

2
De plus EIE] f(z) =400 et lim_ f(z) =0.

Tr—r

~ Sur [—oo; —— |, par composition, f est continue et strictement décroissante, elle est donc injective.

2

3
Ainsi, une possibilité est I = [—oo; —2] et J=RT.

2
De plus lim f(x) = +oo et lim f(z) = 0.
r—+400 :c—)%

3
~» Sur [; 400 [, par composition, f est continue et strictement croissante, elle est donc injective.

3
Ainsi, une autre possibilité est I = [2; +oo[ et J=RT.
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