St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

|CB N°9 - ESPACES VECTORIELS - SUJET 1|

1. Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7 Si oui, en donner une base.

a.
b.

E={(z,9,2) € R® z+y=1x—z} = Vect{(1;0;0), (0; 1; 1)}
F={(z,y,2) € R’, 2° +y* = 0} = Vect{(0; 0; 1)}

G = {(z,y,2) € R?, zyz = 0}

Non, car (1,0,0) € G et (0,1,1) € G mais (1,0,0) + (0,1,1) = (1,1,1) ¢ G.
H ={P eRs[X], P(1) =1}

Non, car 0 ¢ H.

2. Déterminer un supplémentaire des sous-espaces vectoriels suivants, et justifier la réponse :

a.

A={(z,y,2) €R® x+y—+2=0} = Vect{(1;-1;0), (1;0; —1)}
dim(A) = 2 donc un supplémentaire de A est de dimension 1.
(1;0;0) ¢ A donc Vect{(1;0;0)} est un supplémentaire de A.

B={PeRy[X], P'(0) =0} = Vect{l, X"}
Vect{X} est un supplémentaire de B car {1, X, X?} est la base canonique de Ro[X].

3. On considére dans R? les vecteurs suivants :

a.

u=(2-1;1), v=(1;0;-1), w=(1;-1;2), z=(1;1;1), y=(0;2;-1)

On note E = Vect{u,v,w} et F = Vect{x, y}.

Quelles sont les dimensions de E et F'?

w = u — v donc {u,v,w} est liée; u et v n’étant pas colinéaires, la famille {u,v} est donc libre et
constitue une base de E qui est donc de dimension 2.

x et y n’étant pas colinéaires, la famille {x, y} est donc libre et constitue une base de F' qui est donc
de dimension 2.

Déterminer une base de E + F.
E+ F = Vect{u,v,z,y}. Or on est dans un espace-vectoriel (R?) de dimension 3, donc la dimension
de E + F est au plus 3. On cherche le rang de {u,v,x} :
2 1 1 2 1 1 2 1 1
-1 0 1|~f0 1 3]~10 1 3| doncrg{u,v,2}=3donc E+F =R? et toute base
1 -1 1 0 3 -1 0 0 10
de R? répond a la question posée.

Déterminer une base de £ N F'.
D’apreés la formule de Grassman, dim(E N F) = dim(E) + dim(F) — dim(E + F) = 1.
r—y=wée ENF donc ENF = Vect{w}.
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'CB N°9 - ESPACES VECTORIELS - SUJET 2|

1. Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7 Si oui, en donner une base.

a.

b.

E={(z,y,2) R} z+2=0}
Non, car (0,0,0) ¢ E.

F={(z,y,2) € R?, 2* —y* = 0}

Non, car (1,1,0) € F et (1,—1,0) € F mais (1,1,0) + (1,—1,0) = (2,0,0) ¢ F.
G ={(z,y,2,t) €RY, (x=0) A (y = 0)} = Vect{(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
H={PeRy[X], P(1)=P'(1) =0} Vect{(X —1)*, X (X — 1)*}

2. Déterminer un supplémentaire des sous-espaces vectoriels suivants, et justifier la réponse :

a.

A= {($,y, z) € R, z = 0} = Vect{(0;1;0), (0;0;1)}

Vect{(1;0;0)} est un supplémentaire de A car {(0;1;0),(0;0;1),(1;0;0)} est la base canonique de
R3.

B = {P € Ry[X], P(0) =0} = Vect{X, X?*}

Vect{ X"} est donc un supplémentaire de B car Vect{ X", X, X*} est la base canonique de Ro[X].

3. On considére dans R? les vecteurs suivants :

a.

u=(-1;11), v=(201), w=(1;12), z=(0;0;1 =(1;1;1
( Y 7)7 (7 ) )7 (ﬂ Y )7 (7 Y )7 y (7 7)

On note E = Vect{u,v,w} et F' = Vect{x, y}.

Quelles sont les dimensions de E et F'?

w = u + v donc la famille {u, v, w} est liée; u et v n’étant pas colinéaires, la famille {u,v} est donc
libre et constitue une base de E qui est donc de dimension 2.

x et y n’étant pas colinéaires, la famille {x, y} est donc libre et constitue une base de F' qui est donc
de dimension 2.

Déterminer une base de E 4+ F. F + F = Vect{u,v,z,y}. Or on est dans un espace-vectoriel (R?)
de dimension 3, donc la dimension de E + F est au plus 3. On cherche le rang de {u,v,z} :
-1 2 0 -1 2 0 -1 2 0
1 00f~10 20]~|0 2 0] doncrg{u,v,z} =3 donc E+ F =R3 et toute base
1 11 0 31 0 0 2

de R? répond a la question posée.

Déterminer une base de E N F.
D’aprés la formule de Grassman, dim(E N F) = dim(E) 4+ dim(F) — dim(E + F) = 1.
r+y=we ENF donc ENF = Vect{w}.
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