St. Joseph/ICAM Toulouse

CB N°6 - SUITES NUMERIQUES - SUJET 1

1. Questions de cours

Montrer que si (uy,) et (v,) sont des suites réelles telles que pour n > ng, u, < v, avec lim wu, = 400,

n—-+00
alors lim v, = +o0.
n——+00
2. Etablir la limite des suites suivantes, et justifier la réponse :
cos(3
a. up = —( n)
o 1 3 1
— cos(3n
Vn >0 —< (3n) < —; le théoréme d’encadrement donne lim wu, =0
3n 3n 3n n—-+oo
2
b. v, = nsin (—>
n
. 92 .
sin (£
Vn > 0,v, = 2# ; or lim w =1donc lim v, =2
= x—0 x n——4oo
n
kE+1
c. w, = Z In <L>
k=1
Par télescopage, w,, = In(n + 1), donc lim w, = 400
n—-+00
d z,=vVn?2+n—n
n® +n —n? n 1 . .
Vn > 0,z, = = = ;on en déduit lim x, = =
vn2+n+n n( 1+%_~_1> 1_’_%_’_1 n—+0o0

3. Expliciter les suites suivantes en fonction de n :

a. { uo =ur =1 Vn €N, wu, = cos <;n> +/3sin <;n)

Up4+2 = —Upt1 — Un Vn € N

’LL[):O, U1:1 n
- eN, w,=2"—1
b { Upto = Upt1 — 2Up Vn € N vneN, un

4. Etablir les variations et la limite éventuelle des suites suivantes :

{UOZI
a. Up,

= — VneN
Untl 14+ u? "

Une rapide étude de variations montre que f : x — 1

5 est croissante sur [0, 1] et f([0,1]) C [0, 1].
x
On en déduit que la suite (u,,) est monotone et bornée.

u1 < ug donc la suite est décroissante et, comme f est continue sur [0, 1], la suite converge vers un

L
réel L € [0,1] tel que T L c’est-a-dire 0.

Ug 6]0, 1]
1
Upt1 = Uy + — Vn € N

Up,

1
ug > 0;Vn € N, [ up > 0= upyq :un+>0>;
Un,
par principe de récurrence, la suite (u,) est donc strictement positive.
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1 . .
Vn € N, upy1 — up = — > 0 donc la suite (uy,) est croissante.
Un,

1
Si elle convergeait, par continuité de la fonction z +— x + — sur |0, +oc[, la limite L vérifierait
T

1
L=L+ I On en déduit que la suite (u,) diverge, et comme elle est croissante, elle admet pour

limite +oo0.

5. On considére les suites (uy,) et (vy,) définies par :

ug =2, vy =1, et VneN, up =W, Up Uy = 2
2
Uy — U
a. Montrer que pour tout n € N, up41 — vpq1 = M
2(up, + vp)
Pourn e N, on a :
. . _ UntUn 2 :(un+vn)2—4><2:u%+2unvn+v%—4unvn:(un—vn)Q
rr e el 2 Yadtn 2(up, + vp) 2(up, + vp) 2(up + vp)

b. En déduire que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.

Up + U 2
ug > 0,v9 > 0,Vn € N, <(un >0Av, >0)= (Un+1 = % >0A U1 = > 0>> :
Un+1
par principe de récurrence, les suites sont donc strictement positives.

On déduit donc de la question précédente que Vn € N 11 —vp+1 > 0 et comme de plus ug—vg > 0,
on a pour tout n € N,u, — v, > 0. Soit n € N, on a :

Up — U . L
Upy1 — Up = ——— < 0 donc la suite (u,) est décroissante ;

de plus v, = — donc, la suite (u,) étant décroissante et strictement positive, la suite (v,) est
Up
croissante.

Ainsi, pour n € N, on a : vg < v, < up < ug.
La suite (uy) étant décroissante et minorée par vy, elle converge vers un réel U ; la suite (v,,) étant

croissante et majorée par ug, elle converge vers un réel V.
Up, + Up,

Pour n € Ny uyq1 = — donc, par passage a la limite, U = V.
On déduit de ce qui précéde que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes.
c. Déterminer leur limite.
Pour n € N, u,v, = 2 donc par passage & la limite U? = 2. Comme les suites sont positives, on a

U=+2.
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CB N°6 - SUITES NUMERIQUES - SUJET 2

1. Questions de cours

Montrer que si (uy), (vy,) et (wy,) sont des suites telles que pour n > ng,u, < v, < w, et si de plus

lim w, = lim w, =1¢€ R alors (vy,) converge vers .
n—-4oo n—-+4oo

2. Etablir la limite des suites suivantes, et justifier la réponse :

sin(2n)
a. U, = ———
2n 1 in(2 1
Vn >0 ——< sin(2n) < —; le théoréme d’encadrement donne lim wu, =0
2n 2n 2n n—-+o0
1
b. v, =nsin <—2>
n
1 sin (= i
Vn > 0,v, = 7¥ ; or lim sin(z) =1donc lim v, =0
n o z—0 xT n—-+00
n
k
c. w, = Zln <—>
— k+1
Par télescopage, w, = —In(n + 1) donc lim w, = —oco
n—+00
d. z,=vVn2+n-n-1
/2 —(n 1 2 —n—1 11
B S R B
vnitntntl n( 1+}7+1+%) 1+14+142

on en déduit lim =z, = —=
n—-+4oo 2

3. Expliciter les suites suivantes en fonction de n :

UO = 1, Ul = 0 n
. =(1—n)2
a { Upro = dUps1 — duy, Vn €N un = (1-n)

b. { u =1, w =0 Uy = COS (En) - @ sin (En>

Up4+2 = Up41 — Up Vn €N 3

4. Etablir les variations et la limite éventuelle des suites suivantes :

ug = 1
a i Vn €N
Uptl = —5————— n
T2 fuy, + 1
2
x
Une rapide étude de variations donne la fonction f : x — croissante sur [0, +oo[ avec
|

£ (0, 400]) C [0, +o0].
On en déduit que la suite (uy,) est monotone.
u1 < ug donc la suite est décroissante et minorée par 0; ainsi, f étant continue, la suite converge

2
vers un réel L tel que L = Prirl c’est-a-dire 0.
up €]0, 1]
b. 9
Up+1 = Up + U, VYn € N

Vn e N upy1 — up = u,% > 0. On en déduit que la suite est croissante.
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Si elle convergeait vers une réel L, la fonction z — z + 22 étant continue, on aurait L = L+ L? donc
L =0. Or, Vn € N, u, > ug donc par passage a la limite, L > ug > 0.
On en déduit que (uy,) croit vers +oc.

5. On considére les suites (uy,) et (vy,) définies par :

Uy, + Up,

up =1, vy =2, et VneN, upp1 = 5 Up Uy, = 2
(un — Un)Q
a. Montrer que pour tout n € N, u —v =
que p n+1 n+1 2(ttn + vn)
Pour n € N, on a :
Uy, + Uy, 2 (up +vp)2 =4 x2 U2+ 2uyv, + 02 — dupv,  (Up —vp)?
U — U = — g = g .
wrl e Tl 2 Unton 2(tn + Un) 2(tn + Un) 2(tn + vp)

b. En déduire que les suites (uy) et (v,,) sont adjacentes.

Uy + 2
up > 0,u9 > 0,Yn € N, ( (up, > 0A v, >0) = (un+1 = % >0Avpy1 = >0>> ;
Un+1
par principe de récurrence, les suites sont donc strictement positives.

On déduit donc de la question précédente que Vn € N u,11 — v,41 > 0 ou encore pour tout

n € N*, u, —v, > 0. Soit n € N*, on a :

Upn — Un
2

de plus v, = — donc, la suite (u,) étant décroissante & partir de n = 1 et strictement positive, la
u

Upt1 — Up = < 0 donc la suite (u,) est décroissante a partir de n = 1;

n
suite (vy,) est croissante & partir de n = 1.
Ainsi, pour n € N*, on a : v < v, <up < ug.
La suite (uy) étant décroissante et minorée par vy, elle converge vers un réel U ; la suite (vy,) étant

croissante et majorée par up, elle converge vers un réel V.
Up + Up

Pour n € Nyupy1 = — donc, par passage a la limite, U = V.
On déduit de ce qui préceéde que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes.
c. Déterminer leur limite.
Pour n € N, u,v, = 2 donc par passage a la limite U 2 — 2. Comme les suites sont positives, on a

U=+2.
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