St. Joseph/ICAM Toulouse Correction

CB N°2 - CALCUL ALGEBRIQUE - TRIGONOMETRIE - SUJET 1

1. Etant donné un entier n € N*; on note f le fonction définie sur R, par

fla)y=> a*
k=0

a. Question de cours
Montrer que Vo € R, (z —1)f(z) = 2" — 1.
n n n+1 ‘ n
(x—1)f(x) = Z::L’k+1 - Zxk = Z:EZ - Z:L‘k =" — 20 = 2" _ 1 par télescopage.
k=0 k=0 i=1 k=0
b. Dériver f sur R\ {1} de deux fagons différentes.
n
La fonction f est polynomiale; on a pour tout x € R, f'(z) = Z ka1,
k=1
$n+1 o
D’aprés la question précédente, on a pour x € R\ {1}, f(x) = ——1 donc en dérivant ce quotient,
T
Antl 1) " 1
pour & £ 1, f/(a) = AT
c. En déduire que, pour x # 1,
ikxk_l _ (nx —n—1)z" +1
— (x —1)2
C’est I'égalité des deux formes de la dérivée de f trouvées a la question précédente.
d. Exprimer simplement la somme : Z 42t
1<i<j<n
4 n 7 4 n 4 n ' n
o= =) G220 -1)=4) 27 —2) j=4(n—1)2"+1) —n(n+1).
1<i<j<n j=1 i=1 j=1 j=1 j=1
2. E t tout k € N* 2 ! ! leuler 1 ivant e N*
. En remarquant que pour tou ST = — — , calculer la somme suivante, pour n :
duatt 4ue b k(k+2) k k+2 P
2
— k(k + 2)
n n n n n+2 n n
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AT D DS Dy R Dy z_1+2+zk_< Pt n+2> -
k=1 k=1 k=1 k=1 i=3 k=3 i=
3 1 1
2 n+l n+2

3. Reésoudre les inéquations suivantes :

a.

Vd—22<z+1

Le domaine de validité de cette inéquation est [—2,2].
Si z < —1, l'inégalité n’est jamais vérifiée, il n’y a donc pas de solution dans [—2, —1].
Si z > —1, l'inéquation est équivalente dans [—1,2] & :
4—2*<a®+20+1e 2% +22-3>0.
-1 7
On en déduit I'ensemble des solutions : S = —;\[, 2] .
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T —2
—-1< <1
—3x+1"

1
Le domaine de validité de ces inéquations est R\ {—3}.

2

<le (-22<Bz4+1)7? <

Dans cet ensemble, le systéme d’inéquations équivaut & :

3x+1
822 +10x — 3> 0.

3 1
On en déduit I'ensemble des solutions : S = } —00, —2} U [ —l—oo[
Résoudre les équations suivantes dans R :
cos(2x) +sin(2z) =0

k
cos(2x) + sin(2z) = 0 < cos (2:0—1) — 02— = E[7r] S |(IkeZx= 3—7T+—7T
4 4 2 8 2
On en déduit 'ensemble des solutions : S = U {?)g + k;}
keZ
cos(2x) + sin(z)

=0
1
cos(2x) +sin(z) =0 1 — 2sin®z +sinz =0 & (sinz = 1) V <sinx = —2>

& <a: = g[2ﬂ] V= —%[271’] V= —5;—[277])
P . us us o
On en déduit 'ensemble des solutions : .S = U {2 + 2k, 6 + 2km, 6 + 2k7r}.

kEZ

Résoudre dans [0, 2] I'inéquation :
sin(2z) —sin(z) > 0
sin(2z) — sin(z) > 0 < sinxz(2cosx — 1) > 0

1 )
Sur [0,27],sinz > 0« x € [0, 7] et cosz > 3 S € [O, —} U [W,Zﬂ}

5
Un tableau de signes permet de conclure : S = [O, —} U |, W]

. Question BONUS :

Résoudre 'inéquation suivante, en discutant suivant les valeurs du paramétre m :

r—1
2—x —

Le domaine de validité de I'inéquation est R \ {2}. Sur ce domaine, elle équivaut a :
(I+m)x—1-2m

<0.
2—x -
~+ si m = —1, I'inéquation s’écrit < 0; 'ensemble des solutions est alors S =]2, +o00].
. 1+2m
~ Sim # —1, le numérateur s’annule pour x = =2 . On a donc :
m+1 m+1

> Sim<—-1,m+1<0et?2— > 2 d’ou le tableau de signes :

m +
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472
X —00 2 1+ 2m 400
1+m
(1+m)x—1—2m + + D —
2-x + — _
(1+m)x—1-2m + — +
2—x
. 1 .. .
& Sim>—-1,m+1>0et2— > 2 d’ott le tableau de signes :
n
42
x —00 14 2m 2 4o
1+m
(1+m)x—1-2m - b + +
2-x + —
(1+m)x—1-2m _ _
2—x
12, +00] sim=—1
1+2m . <1
. , . , sim < —
Finalement 'ensemble des solutions est : "14+m °
14 2m .
; UJ2, +oo[ sim > —1
m+1
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CB N°2 - CALCUL ALGEBRIQUE - TRIGONOMETRIE - SUJET 2

1. Etant donné un entier n € N*, on note f le fonction définie sur R, par

f(z) =2 —1

Question de cours

Montrer que Vo € R, f(z (x—1) Z x
n+1
(x—1) Zw = Za:kH Zx = Z x —Za: =" 20 =" 1 = f(z) par télescopage.
i=1
- : o _ f=@)
Dériver la fonction g définie sur R\ {1} par g(x) = T
x pa—

nz" ™t — (n+1)z" +1
(x —1)?

Pour z # 1, ¢'(z) =

En déduire que, pour = # 1,

zn:k:azk_l _(nzx—n—-1)2"+1
- (z —1)?

k=1
n n
Pour tout x € R\ {1}, g(z ZIL‘ On a donc pour z # 1,4 (z) = kakil.
k=0 k=1
Ce qui donne le résultat attendu.

Exprimer simplement la somme : g 127.
0<j<i<n

of J i B LN = . " n(n+1)
> 2 _Z 22 ; (27 — _22;_%12 P=) i=4((n-1)2 +1) - =

0<j<i<n i=0 ;=0 i=0

2. Calculer la somme suivante, pour n € N* :

En:hl (1 + z)
k=1 k

n+2

Zm <1 + i) = In(k+2)— ) In(k) = Zln(z’) ~ Zln(k:)
k=1 k=1

—Zln ) + In(n )+ln(n+2)<l )+ In(2 Zln )z (n+1)+In(n+2)—In2 =

ln((n+1)(n+2)>

2

3. Résoudre les inéquations suivantes :

a.

V2r2+2zx—4>x+1

Le domaine de validité de I'inéquation est | — oo, —2] U [1, 4+-00].

Si z < —1, l'inégalité est toujours vérifiée, donc un premier ensemble de solutions est | — 0o, —2].
Si z > —1, inéquation est équivalente dans [1, 400 & : 22+ 2 —4> 22 +2z+1< 22 —5>0.
On en déduit 'ensemble des solutions : S =] — 0o, —2] U [V/5, +-00].
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2z + 1

b. —1<
—x-—1

<1

Le domaine de validité de ces inéquations est R\ {1}.

Dans cet ensemble le systéme d’inéquations équivaut a

322 4 62 < 0.

On en déduit I'ensemble des solutions :

4. Résoudre les équations suivantes dans R :

a. cos(2x) — sin(2z)

On en déduit 'ensemble des solutions : S = U {;r +

b. cos(2x) + cos(z)

=0
cos(2z) — sin(2z) = 0 < cos (Qx + %) =022+

=0

S =

[—2,0].

kEZ

r+1
l’_

‘<1<:>(2x+1)2< (x — 1)?

1
cos(2z)+cos(z) = 0 & 2cos® —1+cosz =0 & (cosz = —1)V (Cosx = 2> & (:1: =n2n| Ve = £-[27]).

On en déduit 'ensemble des solutions : §' = U {(Qk' + 1), T

5. Reésoudre dans [0, 27| I'inéquation :

sin(2z) — cos(x) > 0 < cosz (2sinx — 1)

Sur [0, 27],cosx > 0

<:>:L’E[07T

Un tableau de signes donne : S =

6. Question BONUS :
Résoudre 'inéquation suivante, en discutant suivant les valeurs du paramétre m :

{

"
1o

kEZ

tblIl.T> <:>x€ [

51 371

r—2

>m

3

sin(2x) — cos(z) > 0

+ 2k,

—g + 2k7r}.

w5
6" 6 |

Le domaine de validité de I'inéquation est R\ {2}. Sur ce domaine, elle équivaut a :

(1-m)z+1+42m
T —2

~+ si m = 1, I'inéquation s’écrit

~ Sim # 1, le numérateur s’annule pour x =

> Sim<1l,m-—

> 0.

xr —

> 0; P'ensemble des solutions est alors S =|2, +o0].

3
1<0et2+
m

1+2m
m—1

m —

. On a donc :

] < 2 d’ou le tableau de signes :

1+2m
X —n0 2 +00
m—1
(1-m)x+ 1+2m - + +
x—2 - - +
[:1— m] x+1+2m + _ +
x—2
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> 2 d’ou le tableau de signes :

% Sim>1,m—1>0et 2+

m —
. . 2 1+2m e
m—1
(1-m)x+1+2m + + b -
x—2 — =+ +
(1—m)x+1+2m _ + 0 _
x—2
12, 4+00] sim=1
1+4+2m
. . - 2 sim<1
Finalement 'ensemble des solutions est : 0, m—1 Uj2, +oo]  sim <
14+2m .
, sim>1
m—1
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