* Spé - St Joseph/ICAM Toulouse * - - 2019-2020 -

Math. - ES 1 - S1 - Algébre

mercredi 8 janvier 2020 - Durée 2 h

Toutes les réponses seront justifiées. La notation tiendra compte du soin apporté a la rédaction.

On se place dans R[X] muni du produit scalaire défini par :

1
“P.Q € B (P.0) = [ POQW

On considére 'endomorphisme ® de R[X] défini par :
VP € R[X],®(P) = (X?* - 1)P" +2XP’
ot 'on note respectivement P’ ou P'(X), ainsi que P” ou P"(X) les dérivées premiéres et deuxiéme
de P = P(X).
Pour n € N, on note U,, = (X2 - 1)" et L, = -
n

Les polynomes Ly, sont appelés polynomes de Legendre.

U™, on UM désigne la dérivée n-ieme de U,,.

Partie I - Quelques résultats généraux

1
. Déterminer Ly, L; et vérifier que Ly = 5(3X2 —1).

. Justifier que L,, est de degré n, et préciser son coefficient dominant.

3. Montrer que la famille (Lo, - -, L,) est une base de R, [X].

Partie II - Etude des éléments propres de ¢

. Justifier que R,,[X] est stable par ®.
On note ®,, 'endomorphisme de R,,[X] induit par ®, c’est-a-dire 'endomorphisme de R,,[X] défini
pour tout P € R,[X] par ®,(P) = ®(P).

. On note M = (m; j)o<i j<n la matrice de ®,, dans la base canonique de R, [X].
Montrer que M est triangulaire supérieure et que : Vk € |0,n],my, = k(k + 1).

. En déduire que ®,, est diagonalisable.

4. Verifier que : Vk € |0,n], (X? — 1)U}, — 2kX Uy, = 0.

. Soit k € |0,n[. En dérivant (k + 1) fois la relation établie dans la question précédente, montrer que :

(x% - U poxutY — ke + 1o = o

7

k
On rappelle la formule de Leibniz : si f et g sont k fois dérivables, alors ( fg)(k) = Z <k> £ g(k=i)
i=0

. Montrer que pour k € [0,n], le polynéme Ly est un vecteur propre de ®,,, et préciser la valeur propre
associée.

. Déduire de ce qui précéde les valeurs propres et sous-espaces propres associés a P.



Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R, [X].

1
. Montrer que : ¥(P, Q) € RX]?, (®(P),Q) = — /_1(t2 — 1)P'(t)Q’(t)dt, puis que

¥(P,Q) € RIX]?, (®(P),Q) = (P, 2(Q))

. Montrer que la famille (L;,),en est orthogonale pour le produit scalaire (-, ).
On pourra utiliser la question 6 de la partie II.

. Montrer que :
Vn € N* VP € R,_1[X], (P, L,) =0

2n+1

L,.
2n + 1 2 "
Que peut-on dire de la famille (Q,,)nen pour le produit scalaire (-, -) ?

. On admet que |L,|* = . Pour n € N, on pose @, =
. Soit P € R[X]. Justifier qu’il existe un unique polynéme 7;, € R, [X] tel que

d(P,R,[X]) = inf |P—Q|=|P-T,
(P Ro[X]) = dnf 1P —@QI=] ||

puis justifier ’égalité :
n

(d(P.Ra[X])* = |PI* =D (er(P))*, ot ex(P) = (P, Q)
k=0

. Prouver que la série Z (cx(P))? converge et que

—+00

> (a(P)* < |P?

k=0

Partie IV - Fonction génératrice

On admet dans cette partie que : ¥Yn € N*, (n+ 1)Ly41 — (2n + 1) X L,, + nL,—1 = 0, et on consideére
la série entiére de la variable ¢ : Z Ly (z)t".
On note r la racine positive du polynéme X2 — 2X — 1.

. Montrer par récurrence que Va € [—1,1],Vn € N, |L,(z)| < r".
On pourra utiliser la relation admise au début de cette partie.

. Pour x € [-1,1], on note R(x) le rayon de convergence de la série entiére Z L, (x)t".

1
Montrer que R(z) > —.
r

11 :
} _ n
. Pourz e [-1,1]ett e } o [, on pose Sg(t) = g Ly (z)t".

n=0

1
Montrer que S, est solution sur ] - - [ de I’équation différentielle
rr

(1 =2tz +t3)y +(t —x)y =0

11] X 1
. En déduire que : Vx € [-1,1],Vt € |——, —|, Ly(o)t" = ————.
4 o ] r 7“[ nzo Y v

. A partir du seul résultat de la question précédente, retrouver les valeurs de Lg, L1 et L.

Fin de I’énoncé d’algébre



