DMT - Correction

DEVOIR MAISON 7 - ESPACES VECTORIELS NORMES

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel. Une application N de E dans R est une norme sur F si
elle vérifie :

Vz e E,N(z) >0 (Positivité)

Vee E,N(z)=0=2z=0g (Séparation)

Vz € E,VYA € K, N(Az) = |A|N(z) (Homogénéité)

V(z,y) € E*,N(z +y) < N(z) + N(y) (Inégalité triangulaire)

Un couple (E, N) ou N est une norme sur E s’appelle un espace vectoriel normé.
On note souvent une norme || - ||.

1. Soient (F,(:|-)) un espace préhilbertien réel.
Montrer que l'application || - || : z = [|z|| = v/(z|z) est une norme sur E.
On l'appelle norme euclidienne associée a (-|-).

e Le produit scalaire est défini positif, donc ||- || vérifie les axiomes de positivité et de séparation.
e Par bilinéarité du produit scalaire, V(z,\) € E x K on a :
Iha|? = (Az[Az) = A2[|z[|* donc [|Az|| = |A] [l].

e Par bilinéarité du produit scalaire : V(x,y) € E% : ||z +y|* = ||z||* + 2(z|y) + |ly||*;
Vinégalité de Cauchy Schwarz donne - |z + y|? < ]2 + 2zl Iyl + [l = (2l + lls])?
d’ou I'inégalité triangulaire.

2. Soit n € N*. On note = = (x1, ..., zp,) € K".
Montrer que les applications suivantes sont des normes sur K" :

n
a |[-h:z— Z |x;|  (appelée norme 1);

o |zl = Z il > 0

o HtLHlfOéVLE[[l n], O<]%\<H$H1f0:>w€[[1 nl,z;=0=xz =0

e K, el = 3 il = A3 foil = A el

i=1 =1
e d’aprés I’ 1negahtc trlangulalrc du module :

|z +yll = Z |2 + il < Z || + [wil) = =1 + lyl
i=1 =1

b. [[-|2:2— ZIL‘ZQ (appelée norme 2);

C’est la norme euclidienne (définie dans la question 1) !

c. | [loc 'Irﬁ?xﬂ|xi| (appelée norme infinie)
i€l,n

o |z]|c = max |z;| >0
i€[1,n]
o [z]lo=0=Vie[1,n],0 < |z;| <||z||lec =0=Vie[l,n],z;=0=2=0
e Soit ko € [1,n] tel que ||z||cc = |Tk,|. Alors :
VA e K, Vi € [1,n], |[Azi| = |A| |zi] < |A| |2k, | donc gﬁxﬂ\)\xi\ = A |2k | = (A2 ]| 0o
ie[l,n
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e Soit kg € [1,n] tel que ||z + ¥||oo = [Tk + Yk, |- Alors :
12+ ylloo = |2ko + kol < kol + [Uko] < [[#]lo0 + llylloo

3. Montrer que Vz € K", ||z| < ||z|l1 < V7|22 < n||2| -

n
o k€ [1,n], |z <Y fail = ll#lloo < [l
i=1
e L’inégalité de Cauchy Schwarz pour le produit scalaire usuel sur R” donne :

S (1 1) < (zl) (zraxm) ot -zl < VAl
il =1

DI o 2> = ez < Vil
i=1
En conclusion, on a bien ||z|/s < [|z]1 < vl 22 < nl7| s

4. Pour tout endomorphisme f de R™, muni de sa structure euclidienne, on note :

IIf[If = sup [If ()]l

llzll=

a. Montrer que ||| - ||| définit une norme sur L(R").
On note S = {z € R"/ ||z| < 1}.
o Vf € LIR"),Vz €S, | f(x)]| = 0 donc [||f][| = 0;

e Si|||f|ll =0, alors Vz € S, || f(x)|| = 0. Soit y € R"\ {0}; —— € S, donc

H |
f) =yl x f ( ) =0; comme f € L(R"), f(0) =0, o0n aVYy € R", f(y) =0, d'ou

[yl
e Soit (f,A) € L(R") x R;Va € S, [|Af (@)l = [A[f ()] done [|X fII] = [ALFI];

e Soit (f,9) € LR");Vz € S, || f(2) + g(@)|| < |F (@[l +[lg(@) | < [[IF1I]+ gl (car [| -] est
une norme). On a donc [|[f + gl[| < [I£]I] + [llg]l]

b. Soit ¢ un endomorphisme orthogonal de R". Calculer |||¢]||.
Si p € O(R"), alors Vz € S, ||p(z)|| = ||z|| = 1. On a donc |||¢]|| = 1.

c. Soit s est un endomorphisme symétrique de R" (c’est-a-dire un endomorphisme canonique-

ment associé a une matrice symétrique). Montrer que |||s||| = )\HéaX | Al

Si s est un endomorphisme symétrique, alors il existe une base orthonormée de vecteurs
propres (dans laquelle la matrice de s est diagonale).

On note (eq, ..., e,) cette base, et A, ..., A, les valeurs propres associées.
n n
Soit x € R"; si o = Zmiei alors s(z) = in)\'ei donc (la famille (eq, ..., e,) étant ortho-
=1
. 2 24,2 2 2 2
A < (A7) = (N d S
normeée : ||s(x)|| Z x; 11;12a<xn Z x; 1rgaxn x||*, donc (pour = € 5),
s \H<1rga<XM|

Ce majorant est atteint pour e; (€ S) tel que \;, = ax |Ai|, on en déduit que
<i<n

= max |\].
sl = max |
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