DMG6 - Correction

DEVOIR MAISON 6 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Exercice 1

Résoudre le systéme différentiel :
¥ =—y—3z+t
y = -3z — 5z
Y =2x+y+5z—t

x 0o -1 -3 t
OnnoteY=|y|, A=[-3 0 —5|etB=1| 0 |;on doit résoudre
z 2 1 5 —t

(L): Y =AY +B

Le polynome caractéristique de A est x4 = (X — 1)(X — 2). Les espaces propres sont :

Ey = Vect{(1,2,—1)}; Ea = Vect{(1,1,-1)}.

dim(F2)< m(2); la matrice A n’est pas diagonalisable, mais le polynéme caractéristique étant scindé,
elle est trigonalisable dans la base (u1,ug,e1) o up = (1,2, —1), ug = (1,1, —1) et e; = (1,0,0)

(on vérifie aisément que ces trois vecteurs forment une famille libre, donc une base de R3.)

1 1 1 10 -1 0 1 1
Apreés calculs, on obtient : A= | 2 1 0 0 2 -1 0 -1 —2|=PrP L
-1 -1 0 0 0 2 1 0 1

(L) est donc équivalent & P~1'Y' = TP~y + P7'B.

Z1
On note Z = P~'Y = | 2z | et on cherche a résoudre Z' = TZ + P! B, qui s'écrit :
23
=z — 23—t (1)
2h =220 —23+2t  (2)
2h =223 (3)

(3) donne z3 = C3¢* ott C3 € R; en remplagant z3 par cette expression dans (1) et (2) on est amené
a résoudre des équations différentielles linaires du premier ordre.
On obtient :
zZ1 = Clet — Cge2t +t+1
1
29 = (Cg - Cgt)e2t -1 — 5

zZ3 = Cge%

1
Clet + (CQ — th)GQt + 5
x
Enfin, on obtient |y | = PZ = ¢ 2Ce' + (Cy — 2C5 — tC3)e* 4t + g
z 1
—Chet + (Cst 4+ C5 — Cg)e% 3
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Exercice 2

On considére I'équation différentielle
(L): %)+ 4ty +2y =1Int

1. Résoudre sur R’ I'équation différentielle homogéne associée a (L), en cherchant des solutions
sous la forme t — t%, avec o € R.

On note (H) :  t%/" +4ty +2y =0
y : t— t* est solution de (H) sur R, si, et seulement si :
Vt e R a(a — 1)t* +4at® +2t* =0 & a € {—1, -2}

RY — R RY — R
On note h; : 1 et hy: 1
toe = o

la famille {h1, ho} est une famille libre de solutions de (H ), elle forme donc une base de I’ensemble
des solutions de I’équation homogene (H).

2. Résoudre (L) sur R .

La solution ho de (H) ne s’annule pas sur R’ ; on cherche une solution de (L) sous la forme
Yp = )\hg
yp est solution de (L) si, et seulement si \” = In¢

ce qui donne X' =tlnt —t + C4.
2

t 1
Une intégration par parties donne : /tlnt = glnt — 1752 + Cy
o 12 3,
on en déduit que X = glnt — Zt + Cit + Cs.
3 C1 Oy

1
Finalement, on trouve y, : t — §ln t— 1 + o + ==
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