DM4 Correction

DEVOIR MAISON 4 - SERIES

Partie 1
Pour n € N*, on note :
Inn
vy, =In(n!)+n—nlnn — -
1. Montrer que la série Z(Unﬂ — vy) converge.
1 1 1 1
Vn e N v —v, =1 — <n + 2> In <1 + n) =122 + o0 <nQ> (de signe constant).
Par comparaison & une série de Riemann convergente, la série Z(UnH — vy,) converge.
n-‘,—%
2. Justifier que n! o C ou C' est un réel positif.
00 e

D’apres la question précédente, la série télescopique E (Un41 — vy) converge, donc la suite (vy,)

converge. Notons L sa limite.
1
n n+s
n"r2
- doun! ~ el——=
n" 2 Foo e

On a:Vn e N*, e =n! . On note C' =e” > 0.

3. On note :

us

vneN I, = / ’ sin” tdt (appelées intégrales de Wallis)
0

Montrer que :

a. In+1 < In < In—17 pour n > 1.

Vt € [O, g] ,0 <sin t <1 donc Vt € [O, g} ,Vn € N*,sin" "1t < sin™ ¢ < sin" ' ¢ puis, par

positivité de Uintégrale, I < I, < I,
b. (n+2)I 42 = (n+1)L,.

™

[NE]

2
VneN, I 10= / (1— cos? t)sin" tdt = I, — / cos t(cos tsin" t)dt.
0 0

Un intégration par parties, avec u(t) = cost et v(t) =

n—+1
1

1 . 2 )
Inio =1, — [cos tm sin" ! t} ) — /0 — sin" 2 tdt.
Dou: (n+ 1)I12 = (n+ 1)1, — In4+o puis, (n+2)L,40 = (n+ 1)1,,.

WP

o I — 2n)! =« T
T T 20(pl)22 feo OV

sin" !¢, u, v de classe C* donne :

2 1
D’aprés la question précédente, Vn € N, Io, 10 = %Ign donc, par télescopage,
n
(2n —1)(2n — 3)...1 /’5 T (2n)! 7
Is, = Iy; Iy = dt = —,dou: Iy, = - —.
2n on(2n —2)..2 00T g7 GO T o2 2
2 on+ 1 1 2n
D’aprés la question 2, on a donc : I, ~ C’WTQ X 5 % 671— d’out
+00 e 2 CQ(nn+§)
1 7
Iop ~ =—=.
+oo C \/§
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v
d. (TL + 1)In—|—1[ = 5
D’aprés la question 3b, Vn € N, (n+ 1)1, = (n + 2)1,42 d'ou :
(n+ 1)1 In41 = (n+2)I 41142, ainsi, la suite ((n 4+ 1)1, [,+1)n est constante et
VneN, (n+ Dyl = LI I = /2 sin tdt = 1 donc (n + 1) i1l = g
0

4. En exploitant les résultats précédents, montrer la formule de Stirling :

n n
n! ~ <—> 2mn
+oo \ e

D’aprés la question 3a, Vn € N, I, 1o < I,,1+1 < I, donc, d’aprés la question 3b,
n+1 n+2

I < Ih41 <1, cequi équivaut a I, 1 < I, < Iyt
n+2 n+1 5
En multipliant par (n+ 1)1, > 0 on obtient : (n+ 1)I,[,,11 < (n+ 1)[2 < " 1 1 (n+1)Ip11,.
n
2
D’ou, d’aprés la question 3d : 5 <(n+1)I%< Zi ] X g
2

Comme (n+1) ~ n, et e 1, on obtient : I2 ~ KR , puis, comme I, >0, I, ~ .

+oo n+1 +co +o00 21’ +oo |/ 2n

1
On en déduit que Iy, ~ — E.
+oo 2\ n

n n
Avec la question 3c, on obtient C' = v/27. La question 2 donne finalement : n! ~ (—) \V2mn

“+o00

Partie 2
|
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z m 2n+1
n!
Vn € N, on note a, = m
|an+1$2n+3‘ n+1 5
Vn € N,Vr € R*, =
n X a2t o +3 2]

2n+1

Il résulte de la régle de d’Alembert pour les séries numériques que Z anx converge abso-

lument si |z|> < 2, et ne converge pas absolument si |z|? > 2.

On en déduit que R = v/2
+o0o

|
Pour tout x €|R, R[ on note S(z) = Z mxwﬂ'l.

2. Montrer que S est solution de I’équation différentielle :
(BE): (2 = 2)y +xy+2=0

Le théoréme de dérivation des sommes de séries entiéres donne :
o0

Vo €] - v2,V2[, S (z) = 2(271 + Dayz®"
n=0

On a donc (chaque série étant de rayon R) : Vz E] V2,V2[
+00

(2% —2)S'(z) + 2S(x) = Z(?n + Dayz? ™2 -2 Z 2n + 1)a,z*" + Z anx??
n= 0 n=0 n=0

= Z (2n + Z)anx2"+2 2 Z (2n +1) ana: Z 2kaj_ 122k — 2 Z (2n+1) anaz

n=0 n=0
(en effectuant le changement d’indice k = n + 1 dans la premiére somme)
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+oo
= Z 2(nan_1 — (2n + 1)a, )z — 2.
n=1

Comme Vn € N*,na,_1 — (2n 4 1)a, = 0, on obtient bien (2 — 2)S'(z) + 2S(x) +2 = 0.

3. Déduire de ce qui précéde une expression explicite de S.

K
L’équation homogeéne (22 —2)y/ 4+ 2y = 0 a pour solutions sur | —v2,v2[: = ——— K € R.

V2 — x?
K
La méthode de variation de la constante donne z — A solution de (E) si, et seulement
V2 — z?
2
si K'(z) = L d’'ou K(z) = 2 Arcsin—— + A A eR.
1 (2/v2)? V2

2
Enfin, comme S(0) = 0, on obtient : S(x) = 2 Arcsin——.
2 — 22 V2

4. S est-elle définie pour z = V27

Indication : utiliser la premiére partie...
2" (n!)?
(2n+ 1)V
En utilisant la formule de Stirling démontrée dans la partie 1, on obtient :

il 22 (n!)? V2 2% (%)Zn 2nm w1
an(V2)" = \/§(Zn+ 1)(2n)! 0 2n (%)2” o/nT V2

Par comparaison a une série de Riemann, on en déduit que la série E an®

T =2

vn eN, a, =

2n+1 diverge pour
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