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DEVOIR MAISON 3 - REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Exercice 1

Soit F un C-ev de dimension 3, muni d’une base B = (e, e2, €3). Soient u 'endomorphisme de E dont

la matrice dans B est A =

2 00
0 1 1], etwvunendomorphisme de E dont la matrice dans B3, notée M
0 01

est telle que M™ = A ou n € N*.

1.

Déterminer les éléments propres de A, et dire si la matrice est diagonalisable.
Sp(A) = {1;2}, m(1) =2,m(2) = 1; Ey = Vect{(1;0;0)} et E; = Vect{(0;1;0)}.
dim(E7) # m(1), A n’est donc pas diagonalisable.

. On note Ey = Ker(u—2Id) et F; = Ker(u—1d)?; montrer que ces espaces sont supplémentaires

dans E.

Es = Vect{(1;0;0)} = Vect(e1) et F1 = Vect{(0;1;0);(0;0;1)} = Vect{es, es}.

La concaténation des bases de Es et Fy donne la base canonique de R?; les espaces sont donc
supplémentaires.

. Montrer que u et v commutent et que les deux noyaux précédents sont stables par v.

MA = A"A = A A" = AM. Ainsi, les endomorphismes commutent; on en déduit que :
(u—2Id)ov =wvo (u—2Id) et (u—1Id)?ov=wvo (u—1Id)? donc

(x € E2) = (u(v(z)) — 2v(x) = v(u(x) — 22) = v(0) =0) = v(x) € Ey et

(z € F1) = (u—1d)2(v(x)) = vo (u—1d)*(z) = v(0) = 0) = v(z) € F.

0 C
Ey = Vect{e1} est stable par v donc il existe p € C tel que v(ej) = pey.
Fy = Vect{ey,e3} est stable par v donc il existe (A, \g) € C% et (u1,p2) € C? tels que :
v(ea) = Area + Ages et v(ez) = piea + pzes. On trouve donc la matrice de v (dans la base

. Montrer que M est de la forme (p 0), avec p € C et C € My(C).

p 0 0
canonique) : M = [0 A\
0 Ao pe
. Résoudre I’équation M"™ = A. (On rappelle que E est un C-espace vectoriel )
0 "o 2 00
Ona:M=(P donc A= M"= (P 2l=10 1 1
0o C 0 C
0 0 1
On en déduit dans un premier temps que p" = 2, donc p € { V2w, k € [0;n—1]}, ot w = e
Par ailleurs, en notant D = <(1] 1), on a: C" = D. Ainsi, C' et D commutent et 'on a :
AtoA+ M1> </\1 + A2 py+ Mz) .
CD = =DC = ; on en déduit que Ao =0 et A\; = uo.
<)\2 A2 + o A2 2 ane Az L
(Ao 0 ‘ — _ (0 m
On a donc : C' = (0 )\1> =Ml + <0 0/ Les matrices Is et N = 0 0 commutent,

N2 = <8 8), la formule du binéme de Newton donne donc :
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n__ .n n—1nr _ a" nanilul _ 11
C" =a"1y +na N_<O " >_<01.

On en déduit que : A} = 1 d’ou A\, € {w*, k € [0;n — 1]} (en particulier A; # 0), puis que :

1 a
M=y = (car A} =1).
Vauk 00
Finalement, M = 0 W wh/n | avec (k,1) € [0,n — 172
0 0 W

Exercice 2
L’objectif de I'exercice est de montrer qu'un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement s’il
admet un polynéme annulateur scindé & racines simples.

u désigne un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n € N*.

1. Soit P € K[X] tel que P(u) = 0, avec P non nul, scindé a racines simples Ay, ..., Ap.

a. Soit (P, ..., Py) la famille de K,_;[X], définie par :

Vke[[l?p]LPk H)\k_

Montrer que c¢’est une base de K,_1[X] (appelée base d’interpolation de Lagrange).
On remarque dans un premier temps que les polynémes Py sont de degré p — 1 (donc dans

Kp-1[X]), et que V(i, k) € [1, p]]2 Pi(Ai) = i k-
Soit (1, ..., pp) € KP tel que Zﬂkpk = 0. Alors, Vi € [1,p], Z,ukPk i) = i = 0.

k=0 k=0
La famille est donc libre, de cardinal p = dim(K,_1[X]), c’est donc une base.

P
b. Soit @ € K,_1[X]; montrer que : Q = Z Qi) Py

k=1
P
SoitQ:quPkEKp 1[X]. On a Vi € [1,p], quPk ) = ¢q;, d’on
» k=1
Q=> Q)P
k=1

P P
c. En déduire que : Idg = ZPk(u), puis que : £ = ZIm(Pk(u)).
k=1 k=1

En prenant () = 1 dans la question précédente, on a : 1 = ZPk; pour les polynomes

k=1
P
d’endomorphismes en u cette égalité donne : Idg = Z Py(u)
k=1
P P
On en déduit que Vo € E,x = Z Py(u)(z) € Z Im(Pg(u)). Dot le second résultat.

k=1
d. Montrer que Vk € [1,p], Im(Px(u)) C Ker(u — A\gldg).
On sait que :(u — A\gldg) o Py(u) = (X — Ag)(u) o Pr(u) = (X — Ag)Px)(u), or le polyndéme
(X — \i) Py est égal & P au coefficient dominant prés; il annule donc u, ce qui prouve que
On en déduit que Vk € [0, p] :
y € Im(Py(u)) =z € E,y = Pr(u(x)) = (u— NIdg)(y) = 0=y € Ker(u — A\Idg)
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e. Conclure.

P
On déduit des deux questions précédentes que : Z Ker(u — \gldg) = E.
k=1
Sachant que les valeurs propres de u sont racines des polyndémes annulateurs, en sélec-

tionnant parmi les Ker(u — Agldg) ceux qui ne sont pas réduits au vecteur nul, on ob-
tient : Z Ex(u)=F .

AESP(u)
On en conclut que u est diagonalisable.

2. On suppose que u est diagonalisable, de valeurs propres (distinctes) A, ..., Ap.
P

Montrer que P = H(X — M) est un polynéme annulateur de u.
k=1
P
u étant diagonalisable, ' = & FE), (u); tout vecteur x de E se décompose donc de fagon unique
k=1

sous la forme x = z1 + ... + x,, avec Vi € [1,p], x; € Ey,(u).
P

En posant @; = H (X — A\g) pour i € [1,p], on a :
k=1
ki

P(u)(x;) = (Qi(X — X)) (u)(z:) = Qi(u) o (u — Nildg)(z;) = Qi(u)(0g) = Of

Par linéarité, on a P(u)(x) = Og. Ainsi P annule u.
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