DM2 - Correction

DEVOIR MAISON 2 - CALCUL DE L'INTEGRALE DE GAUSS

+oo
L’objectif de ce probléme est le calcul de I = / e dy.
0

1. Montrer que I converge.
2
La fonction f :x +— e~ " est continue sur R, donc localement intégrable.

. . 1 .
lim z?f(x) = 0 (croissances comparées) donc f(r) = 0400 (2> ; par comparaison a une
T—+00 €

intégrale de référence, I converge.

™

3
2. Pour n € N, on pose a, = / cos" (z)dx.
0

a. Calculer ag = g et a1= 1.

b. Montrer que Vn € N,0 < anpt1 < .
T , ,
Vn € N,Vzx € }O; 5 [,cos”:z: > 0et cos"z — cos"Tla = cos" z(1 — cosx) > 0; le résultat

s’obtient par positivité de l'intégrale.

c. Pour n € N, établir une relation de récurrence entre a,, et an42.

Une intégration par parties, avec u = cos™ ™! et v = sin de classe C'* sur R, donne :

1o 3 2 . 9 2 2
anto = [cos™ zsin x]g +(n+1) cos" zsin“ xdz = (n+ 1) / cos" z(1 — cos” x)dx
0 Jo

=(n+1a, — (n+ 1)apse, dotu: (n+2)aps2 = (n+ 1)ay.

d. Montrer que pour tout n € N*, nap,a,—1 =

o] 3

L’égalité est vraie pour n = 1;
. * m , N . .
soit n € N¥, si na,a,_1 = 5 alors d’aprés la question précédente :
T

(Tl + 1)an+1an = NGnp—10n = 5 )

par principe de récurrence la propriété est montrée pour tout n € N*.

an

e. Soit n € N*. A T'aide de I'encadrement a1 < a,, < an—1, déterminer lim .
n—-+oo Ap—1

. n . . ;
Pour n e N*, on a: ——a,_1 < a, < a,_1 ainsi, la suite ne s’annulant pas :
n+1
n Aan, P . Qn,
< < 1, le théoréeme des gendarmes donne : lim =1
n+1 Ap—1 n——+00 y_1

™
f. A laide des résultats précédents, montrer que a, o L

oo +/2n

. ™ .
Le résultat précédent donne a,, ~ a,_1 avec la relation naya,_1 = 5 on obtient :
—+00

NG

~ ~ —,
o0 2 +00 /2N
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3. Montrer que Vz €] — 1; +o0[,In(1 + z) < z.
La fonction h définie sur | — 1; +o0o| par h(z) = x — In(1 + z) est dérivable sur son domaine, de

x
dérivée h'(x) = ol h est donc décroissante sur | — 1; 0] puis croissante sur [0; 400].
x
Son minimum atteint en 0 est 0, ainsi la fonction h est positive sur | — 1; +o0].
\/ﬁ IIZ’Z n +00 $2 —-n
4. Pour n € N*, on définit b,, = / (1 — —) dz et ¢, = / (1 + _) da.
0 n 0 n

a. Montrer que pour tout n € N*, ¢, converge.
Soit n > 0. La fonction intégrée est continue sur [0; +o0o[ donc localement intégrable.

2\ 1 n

X n . N . , Y

<1 + ) ~ —- par comparaison a une intégrale de référence, ¢, converge.
n +oo T

N
b. Montrer que pour tout n € N*, b,, < / e dx < ¢p.
0

2
x
Vo € [O; \/ﬁ[, —— €] — 1;0] donc, d’aprés I'inégalité prouvée a la question 3,
n
2 2 2
x x _a? o
In <1 — > < —— et, par croissance de la fonction exponentielle : enln(l g ) <e "w.
n n
Voo
Par positivité de 'intégrale, on obtient : b, < / e “dux.
0
. . . z z? .
Vo > 0, d’aprés l'inégalité prouvée a la question 3, —— < —In | 1 + — | et, par croissance
n n
. . —nﬁ fnln<1+ﬁ>
de la fonction exponentielle : e7"'n < e ",

VN Vvn 22\ 7"

Par positivité de 'intégrale, / e Pdr < / (1 + > dx < ¢y, la deuxiéme inéga-
0 0 n

lité résultant de la positivité de la fonction intégrée et de la croissance de I'intégrale.

c. A laide de changements de variable, exprimer b, et ¢, 4 I'aide de ag, 11 et aop_2.
Pour b, on effectue le changement de variable z = \/n sint :

3
b, = Vncost(l —sin?t)"dt = v/nag,; 1.
0

Pour ¢, on effectue le changement de variable z = \/n tant :

2 dt
Cn = / \/ﬁ(—_l = V/nag,—2.
0

1 + tan?t)”

5. Déduire de ce qui précéde la valeur de I.

N
by, = /1 asn i1 Yo ﬁ; Cn=Vnag o ~ ﬁ et lim e dz =1.
(o.0]
VT
5

2 +oo 2 n—+oo Jq

On obtient I =
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