DM10 - Correction

DEVOIR MAISON 10 - EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES

U désigne un ouvert non vide de R?, et A € R. On considére I'équation aux dérivées partielles

By s o5 (@,0) + y5 (0.0) = M)

On note Sy(U) 'ensemble des fonctions réelles définies sur U, de classe C, solutions de E).

PARTIE I : Généralités

1. Vérifier que les applications p, : (z,y) — = et p, : (x,y) — y appartiennent & Sl(RZ).
pz et py sont de classe C L

Ipa Opa Ipy Ipy
=1, 22 (2, ) = 0, 2 (2,y) = 0, 2 (2, y) = 1 donc :
5 @Y =1, Dy (,y) =0, 5 *(2,y) =0, 9y (z,9) onc
x%if(w, y) + y%]z& (z,y) = @ = Lpy(z,y) donc p, € S1(R?) et
Ip Ip
T (©9) Ty (@) =y = Lpy(z,y) done py € S1(R?) .
. 9 of of . .
2. Soit f € S\(U) de classe C*. Montrer que 9z et 5y appartiennent a Sy_1(U).
€z Yy
f est de classe C? donc 8—f est de classe C! sur U.
of or
En dérivant xa—(ﬂ", y) + ya—(fr,y) = Af(z,y) par rapport & x, on obtient :
x y
of 0 f *f _\Of . e OPf f
%(x,y) +$w(x,y) er@xay(x’y) = )\%(az,y) donc, f étant de classe C 0r0y ~ Oyon et
2 2
on a: x?é(x,y) + yazéfx(x,y) =(\- 1)2‘;(%@ donc g‘i est solution de F)_;.

of

La démarche est la méme pour 90
Y

3. Soit (A, 1) € R% Montrer que si f € Sy\(U) et g € S,(U) alors fg € Sp(U) pour un réel 6 que
I’on précisera en fonction de A et p.
Par produit, fg est de classe C' sur U et on a :

Hfagf(w,y) + yeg?f)(w,y) =

x (f(w,y)gg(w,y) + g(ﬁv,y)gi(%y)) +y <f(w7y)g‘z(w,y) + g(x,y)g‘;c(%y)) =

o) (52w + 54w ) + oto) (25 @.0) + 50 @) ) = (ot N Geaton .
Donc fg € Sx,(U)

4. Soit f € S\(U) telle que V(z,y) € U, f(z,y) > 0.
Montrer que pour o € R, f* : (z,y) — (f(z,y))" appartient & Sy (U).
Par composition, f® est de classe C* sur U et on a :

a(@f;‘) (flf,y) + ya(a];oc) (l‘, y) = xrQ (f(q:7 y)>a—1 gi(x, y) + yo (f(xjy)) - 7($, y)

= a(f(z,y)* " M(z,y) = aA(f(z,y))"
Donc f* € Saa(U).

x
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PARTIE II : Résolution sur U = R x R™*

Dans cette partie, U = R x R**.

1. Justifier que Iapplication ® : U — R? définie par ®(u,v) = (uv,v) réalise une bijection de U
sur U, et déterminer sa bijection réciproque.
® est bien définie sur U a valeurs dans U.

x
Considérons U : (x,y) — | —,y |, elle est également définie sur U a valeurs dans U.
Y

Comme ® o U = U o & = Idyy, P est bijective, et 1 = U.

2. Soient f € CY(U,R) et g : U — R définie par g = f o ®.

a.

Justifier que ¢ est de classe C!, et exprimer @ et @ en fonction de ﬁ et 8—f

ou v x Oy
f est ® étant de classe C1, g est de classe C*.
dg 0 _of dg 0 _of of
8u(u’ v) = 5 (f(uv,v)) = v (uv,v) et 5 (u,v) = 5 (f(uv,v)) = uaw(uv,’u)—i-ay (uv,v).
Justifier que f € S)(U) si, et seulement si g est solution sur U de ’équation

9y
(E) : Vo = Ag(u,v).
0 0

f € S\U) & Vlay) € Ua gl (w,9) + v (20) = Mf(@,y)

< V(u,v) €U, uvg(uv,v) +vg(uv,v) = Af(uv,v) & Y(u,v) € U,U@(u, v) = Ag(u,v).
ox oy v

Résoudre (E) et décrire Sy(U).
0
Soit g solution sur U de va—g(u,fu) = Ag(u,v).
v
Pour u fixé, I'application partielle v — g(u,v) est solution sur R™* de I'équation différentielle
xy’ = Ay dont les solutions sont y(z) = Ca’.
On en déduit que : 3C : R — R telle que g(u,v) = C(u)v/\.

9(u,v)
oA
Ainsi, g est de la forme g(u,v) = C(u)v

La réciproque est immédiate.

En conclusion, S)(U) = {(ac./y) — C <$> Y, C € Cl(R,R)}.
Y

I'est aussi.
A

g étant de classe Ct, C': u —

avec C' une fonction de classe C' de R dans R.

PARTIE III : Résolution sur U = R?\ {(0,0}

Dans cette partie, U = R?\ {(0,0}.
1. Soit f € C*(U,R).

a.

Soit (z,y) € U fixé. Pour t € R™, on pose ¢(t) = f(tz, ty).
Justifier que ¢ est de classe C*, et calculer '
t— (tz,ty) est C* donc par composition ¢ l'est aussi.

0 0
¢'(t) = xa—i(tzz:,ty) + yai(tw,ty).

Etablir : f € So(U) & (V(x,y) € U,¥t > 0, f(tz, ty) = f(x,y)).
Si f € So(U) alors Vt € R™, ¢/ (t) = 0 donc ¢/ (t) = 0.
On en déduit que ¢ est constante égale a p(1) donc Vt > 0, f(tz,ty) = f(z,y).

Réciproquement, si Vi > 0, f(tz,ty) = f(x,y), en dérivant par rapport a ¢, on obtient :
0 0
xa—f(txﬂfy) + ya—f(tx,ty) =0, avec t = 1 on obtient f € Sy(U).
€r )
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c. En déduire que les solutions de Fy sur U sont des fonctions de la forme :

(2,9) = ¥ (\/xi = ¢x2y+ y2> . ot € CU(U,R)

Si f € Sy(U), alors en prenant t = dans la relation établie a la question précédente

1

* , J , donc f a la forme attendue (avec ¢ = f).
Va2 et + P

Réciproquement, si f(z,y) =

0naf($7y)=f<

v —— <
Va? + 2 a4y
classe C1 par composition, et vérifie ¥(z,y) € U,Vt > 0, f(z,y) = f(tz,ty) donc f € So(U).

) avec 1) € C1(U,R), alors f est de

2. Soient 7y : U — R définie par r)(z,y) = (:C2 + yQ)%, et g : U — R définie par
g(x, y) = f(.il], y)?"_,\(.%', y)
a. Justifier que ry € S\(U).
)y = (pi + pg)% D’aprés la question 1 de la partie I, p, et p, sont dans S;(R), donc d’aprés
la question 4 de la partie I, p? et pz sont dans Sy(U).
VX € R, S)\(U) est clairement un sous-espace vectoriel de C*(U, R), on en déduit que p? +p§
est dans So(U) puis, toujours d’apres la question 4 de la partie I, que ry est dans Sy(U).

b. Montrer que f € S\(U) < g € So(U).

= Si f € S\(U), alors d’aprés la question 3 de la partie I, g = fr_) € Sp(U).
< Sige So(U), alors f=gry e S\(U).

c. En déduire Sy(U).
Les solutions de E sur U sont les fonctions de la forme :

(z,y) —~ (\/xQ + yQ))\dJ ( ° Y ) avec 1 € C1(U,R)

Va? £y a2
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