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Toutes les réponses seront justifiées. La notation tiendra compte du soin apporté à la rédaction.

Exercice 1

Dans E = R4, muni du produit scalaire canonique, on considère les vecteurs :

u1 = (1, 0, 1, 0), u2 = (1,−1, 0, 0), et u3 = (1, 1, 1, 1).

On note F = Vect(u1, u2, u3).
1. Vérifier que (u1, u2, u3) est une base de F .
2. Déterminer une base de F⊥.
3. Déterminer une base orthonormée de F .
4. Déterminer la projection orthogonale sur F de v = (1, 1, 1, 0) de deux façons différentes.
5. Calculer la distance de v à F .

Exercice 2

On considère l’espace vectoriel Mn(R) des matrices carrées d’ordre n ≥ 2.
Pour A ∈Mn(R), on note Tr(A) la trace de la matrice A. On définit l’application ϕ de Mn(R) dans R par :

∀(A,B) ∈Mn(R)2, ϕ(A,B) = Tr(A tB)

1. Montrer que ϕ est un produit scalaire sur Mn(R).
2. a. Enoncer l’inégalité de Cauchy Schwarz pour le produit scalaire ϕ.

b. Soit A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(R) ; montrer que :∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

n∑
j=1

aij

∣∣∣∣∣∣ ≤ n×

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij

3. On suppose désormais que n = 2. On appelle F le sous-espace vectoriel de Mn(R) défini par

F =

{(
a b
b −a

)
; (a, b) ∈ R2

}
a. Donner une base de F⊥.

b. Déterminer l’image de la matrice A =

(
1 0
1 0

)
par la projection orthogonale sur F .

Fin de l’énoncé d’algèbre
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