Géométrie - chap 1

GEO 1 - COURBES PLANES

Dans ce chapitre on munit le plan & d’un repére orthonormé #Z = (0,7,7); k € N*.

1 Courbes paramétrées

1.1 Définitions

Définition 1

e On appelle arc paramétré ou courbe paramétrée de classe C* un couple (I,p) ou I est une réunion
d’intervalles de R, et ¢ : I — R? est une fonction de classe C¥.
Par abus de notation, on parle souvent de I'arc ¢ au lieu de (I, ¢).

e L’ensemble I' = ¢(I) = {¢(t)|t € I} est appelé support de 'arc paramétreé.

Définition 2
Soit I' un sous-ensemble de R2. On dit que T est un arc géométrique ou une courbe géométrique s'il
existe un arc paramétré (I, ¢) dont I' est le support.

Remarque 1

e Un arc paramétré peut représenter le mouvement d’un point mobile du plan dans un repére.
On note alors : Vt € I, M (t) = p(t), et le support de ¢ est appelé trajectoire du mouvement décrit
par ¢ : t— M(t).

Si k > 2, on appelle :

dM
e vecteur vitesse du mouvement (& U'instant ¢) le vecteur ¢/ (t) = d—t(t) ;
S o " d’Mm
e vecteur accélération du mouvement (a l'instant t) le vecteur ¢”(t) = W(t)

e Par abus de notation, on confondra souvent I’arc géométrique I' avec l'arc paramétré (I, ), et un
point géométrique M € I' avec un point M (t), venant avec son paramétre, appelé point de paramétre
t de .

Dans la suite du chapitre, I désigne un arc géométrique paramétré par ¢ : I — R? de classe c*.

Définition 3
e On dit que M (t) est un point de multiplicité n si card(o ™ (M)) = n.
Sin =1, on dit que le point est simple ;
Sin =2, on dit que le point est double;
etc...
e Si tous les points de I'arc paramétré sont simples (c’est-a-dire si ¢ est injective), on dit que 'arc
paramétré est simple.

Définition 4

e On dit que M(t) est un point stationnaire ou singulier si ¢'(t) = 0.

e On dit que M(t) est un point régulier si ¢'(t) # 0.

e Si tous les points de 'arc paramétré sont réguliers, on dit que I'arc paramétré est régulier.
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Définition 5

Soient ty € I et My = M(to).

S’il existe un vecteur directeur de la droite (MoM (9) qui admet un vecteur limite 70 non nul quand ¢
tend vers tg, la droite passant par My dirigée par Vj

Ty, = Moy + Vect (70)

est appelée tangente a I en My :

Remarque 2
e Si on a seulement une limite & droite ou a gauche, on parlera de demi-tangente.

Théoréme 1

Soient ty € I et My = M(to).
— Si ¢/(tg) # 0, alors ¢'(tg) est un vecteur directeur de la tangente a T' en Mj.
x—xg  a'(to)

La tangente a pour équation
& y—y Yy (to)

< Si ¢(to) =0, et 8'il existe n € [1, k] tel que (p ") (t) # 0, alors un vecteur directeur de la tangente
aT en My est oP)(tg) ot p = inf{n € N*/go ( ) # 0}.

r — X
Y—%Yo

La tangente a pour équation (p)

. / . .
— Si z’' ne s’annule pas au voisinage de % :
/

* Si litm 2/ =1 € R, alors [ est le coefficient directeur de la tangente & la courbe au point M.
0T
/

* Si litm 2/ = 400, alors 7 est un vecteur directeur de la tangente & la courbe au point Mj.
0 T

Définition 6
Soient ty € I et My = M (tg). Si ¢ est de classe C2, on dit que le point M est birégulier si la famille
(&' (to), ©" (to)) est libre, c’est-a-dire det(¢’ (o), ”(to)) # 0.

La courbe paramétrée est dite biréguliére si tous ses points sont biréguliers.

1.2 Etude locale des courbes paramétrées
1.2.1 Classification des points

Soient ty € I et My = ¢(tp).

On suppose qu'il existe n € N* tel que 90(”) (to) # 0, et on note p le plus petit des entiers n vérifiant
cette propriété ; on note : ?1 = go(p) (to)-

On suppose qu’il existe m € N* tel que (<p(p) (to), (to ) soit une famille libre, et on note ¢ le plus

petit des entiers m vérifiant cette propriété; on note : Vs ‘1) (to)-

p ithpair p peir
y 7L
o el = =
il !
point or dinaire rebroussement de 2%
egpéce

W Vv
o impar = =
b h

poirit infl exion rebroussernent de 19°
espéce
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1.2.2 Branches infinies

Définition 7

Soit tg € I une borne de 1.

On dit que I" présente une branche infinie en tg si : tlinta ||OM(t)|| = +00.
—to

Remarque 3
e Cela revient a dire qu'une au moins des coordonnées de M (t) tend vers 'infini quand ¢ — .

Proposition 1
On note ¢ = (z,y), et on considére ty € I une borne de I.
litmx = to00

i o 1 i 6 i = a I
e Si litmy — 1w eR a droite d’équation y = yg est asymptote a
0
limx =xz9 € R
o Si litfny i la droite d’équation x = xg est asymptote a I'.
to
limz = 400
e Si b on étudie alors la direction asymptotique :

limy = +o00
to
Pour cela, on étudie la limite de ¥ en tg.
T

— Si litm LA 0, alors I admet (O, ?) pour direction asymptotique, et présente une branche parabo-
0o x

lique de direction (Ox).

x
parabolique de direction (Oy).

— Si litm = 400, alors I' admet (O, 7) pour direction asymptotique, et présente une branche
0

— Si litm Y_a € R*, alors I admet une direction asymptotique de coefficient directeur a et :
0o T

~> Si litm(y — ax) = +oo, I' admet une branche parabolique dans la direction de A : y = ax;
0

~> Si litm(y —az) =be R, I" admet la droite d’équation y = az + b pour asymptote.
0

Remarque 4

e On précise la position de la I' par rapport a une éventuelle asymptote en étudiant le signe de
y(t) —ax(t) —b, a 'aide de développements limités ou de développements asymptotiques au voisinage
de tg la plupart du temps.

1.3 Enveloppe d’une famille de droites

Définition 8

Soient I un intervalle de R et (D;):c; une famille de droites. On appelle enveloppe de la famille de
droites (D¢)er, un arc paramétré (I,¢) tel que pour tout ¢t € I la droite Dy soit tangente a 'arc
paramétré en M(t).

Théoréme 2
Soit une famille (Dy):cr de droites d’équation : a(t)x + b(t)y + ¢(t) =0
ottt € I, avec a,b et ¢ des fonctions de classe C' sur I vérifiant :

a(t) b

) bit)
VL] gy v ‘*0

Alors cette famille de droites admet une enveloppe paramétrée par (z = z(t),y = y(t)) ou (x(t),y(t))
est la solution du systéme :
a(t)r +b(t)y +c(t) =0
{ ad(t)x+b(t)y+(t)=0

Cours PT - Sophie Touzet - Page 3 sur 5



Géométrie - chap 1

2 Propriétés métriques d’une courbe plane

Dans la suite du chapitre, on considére un arc paramétré (I, ) de classe C*, de support T, régulier,
orienté dans le sens de ¢ croissant. On choisit un point de I' comme origine : My = M (to).

On notera || - || la norme euclidienne sur R?, c¢’est-a-dire ¥(z,y) € R?, ||(z,y)| = V22 + 2.

2.1 Longueur d’un arc

Définition 9
Soit (a,b) € I%. La longueur de 'arc entre les points de paramétres a et b (avec a < b) est :

b b
los(p) = / ')t = / NCIOEERTIOE

2.2 Abscisse curviligne

Définition 10

On appelle abscisse curviligne de M (t) d’origine My la longueur de 'arc MoM (t).
On la note s(t), et on a :

t
veel,  st)= [ |¢'(w)ldu
to

On notera ds = ||’ (¢)]|d¢.

Définition 11
On appelle paramétrage normal de I' tout paramétrage (I, ¢) tel qu’en tout point M (¢) on ait :

le' @)1 =1

Remarque 5
e Un paramétrage normal correspond & un parcours de I' a une vitesse constante égale a 1.

Proposition 2
La courbe paramétrée définie par la fonction vectorielle ¢ = @ o s71 : s(I) — R? (o s est Iabscisse
curviligne d’origine My sur I') a également pour support I', et son paramétrage est normal.

2.3 Repére de Frenet

Définition 12
On appelle :
L 7 o (t
o vecteur tangent unitaire en M (t) le vecteur T = —=—;
' ()]l

e vecteur normal unitaire en M (t) le vecteur ]—V2 directement orthogonal & ? ;
e normale & T' en M (t) la droite passant par M dirigée par
e Repére de Frenet en M(t) le repére orthonormé (M, T', N).

Proposition 3
Si s est I’abscisse curviligne (d’origine M), alors :
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- ()
T i

o [T =1=2

=0= Nz colinéaire a IS
s

Attention!

o (t)
En général N) #* m

2.4 Courbure et rayon de courbure

Théoréme3 Théoréme de relévement

Si k > 2, alors il existe une fonction « de classe C! sur I telle que :

Veel,  T(t) = cos(a(t))r+ sin(a(t))]

Remarque 7

e La fonction « est appelée inclinaison car elle représente ’angle (i’, f)

Théoréme4 Formules de Frenet

On suppose k > 2; on considére un paramétrage normal de I" (de paramétre s qui coincide avec
I'abscisse curviligne), et on se place en un point M (s) birégulier. Alors :

(ﬁ ((iij ﬁ Nz CW da

T T T as

Définition 13
Avec les notations du théoréme précédent :

d
o Leréel v = d—a est appelé courbure de I' en M
s

Le réel R = — est appelé rayon de courbure en M.
Y

Théoréme 5

On appelle centre de courbure en M le point €2 tel que MG = R]_V).
On appelle cercle de courbure en M le cercle de centre € de rayon |R|.
On appelle développée d'un arc paramétré ’ensemble des centres de courbures en tout point de 'arc.

T 7

La développée d’un arc paramétré est I’enveloppe des normales & l'arc.

Proposition 4
On note ¢ = (z,y), avec z et y de classe C2.
Le rayon de courbure est donné par :

(1;’2 + yIQ)%

R= w’y” _ a:”y’
Le centre de courbure est donné par :
X . y/(x/Q + y/2)
xly// _ x//y/
v _ ) N x/(lJQ + y/2)

x/y// _ x//y/
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