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Lecture graphique de limites

Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, on donne la représentation graphique d’une fonction f. Conjecturer la

limite en —o0, en +o0 et en 0 de la fonction f.

a

| b)
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TD4 LIMITES DE FONCTIONS, CONTINUITE BTS ATI

Exercice 2
On donne ci-dessous les représentations graphiques Cy et C4 des fonctions f et g. Déterminer graphique-

ment ’ensemble de définition de chacune d’elles puis les limites aux bornes de leur ensemble de définition.

Exercice 3 ’:
On a tracé la courbe représentative C’ d’une fonction f dans |

un repére orthonormé. /

1. Lire sur le graphique la limite de la fonction : e ooty o ST CEEEE S SR

(a) en +oo puis en —oo

(b) en —2 & droite puis & gauche

2. Citer les asymptotes & C’ en donnant leur équation.

Exercice 4
Dans chacun des cas, on donne le tableau de variations d’une fonction f.
A Taide de ce tableau, déterminer ensemble de définition, les limites aux bornes de cet ensemble et si

c’est possible les équations des asymptotes.

x - 0 + oo
2 0
Variations de /
—oa —aa
x — 0 0 3 + O
2 1
Variatiansdcg / \
-0 0
X —0 -1 0 1 +@
2 + @
Vanations de h
—on —co —0o iz
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Exercice 5

Que peut-on dire des limites suivantes concernant les asymptotes horizontales ou verticales ?

1. IEIEoof(z) =-3 3. IEIqILloog(x) = —00
2. Jimy flw) = —o0 4. lim f(z)=0

x>3 Tr——00

Exercice 6
Dans les cas suivants, on donne la courbe représentative ou le tableau de variations d’une fonction f.

La courbe repésentative admet-elle des asymptotes ? Si oui, préciser leurs équations.

a) b) ~ c)

d)

) x - -5 2 7 @

A e NN

Limite des fonctions références

Exercice 7

Dans chacun des cas suivants, donner les limites aux bornes de ’ensemble sur lequel la fonction est définie :

PP 1
1. f définie sur R par : f(z) = 27 5. f définie sur | — oo; 0] par : f(z) = —
x
PP 2
2. f définie sur R par : f(l') = g2022 6. f définie sur ]O7 -|—oo[ par : f(-’L') = ﬁ
3. f définie sur R par : f(z) = 22'7 7. f définie sur | — c0; 0] par : f(z) = _%
x
o I g o 1
4. f définie sur R par : f(z) = —37 8. f définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = ~3.3
x

Exercice 8

Dans chacun des cas suivants, donner les limites aux bornes de ’ensemble sur lequel la fonction est définie :

P 1
1. f définie sur |0; +oof par : f(z) = In(z) 3. f définie sur ]0; +oo[ par : f(z) = 1
x
s z® +1
2. f définie sur ]0; +oo[ par : f(z) = V3x 4. f définie sur R par : f(x) = 1
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Exercice 9

Déterminer les limites dans les cas suivants :

1 — 1
1. lim PR 7. lim —
z—1 1 —1 z—22x — 4 z—0 12
x>1 <2 1
8 lim ——
o1 2z +1 e=1 (z — 1)
2. lim 5. lim
z—=1lx —1 z—2 3x — 6 . -3
<1 r>2 9. lim
r—2 (;E — 2)2
— 2 1 1
3. lim —~ 6. lim =~ 10. lim ——
z—22x — 4 z—23x —6 z—0 \/T
r>2 <2 x>0
Traduire les résultats précédents en termes d’asymptotes.
Exercice 10
Etudier la limite de la fonction an a :
-3 1 . s T
-2 _ I _ 4. - _r _r
1. f(zx) = 6= 20)° ena=3 2. f(z)= 12 ena=0 f(z) = sin(z 6)ena 3

5. f()=In(z+2)ena=-1

Opérations sur les limites

Exercice 11

Déterminer les limites suivantes en +0o et —oo en détaillant et en justifiant les propriétés utilisées (somme,

produit ou quotient) :

L. f(z) =22 +3 5. f(z):—3x+eiw 9. f(z) = (z+1)(e” +3)

2. fz) =22 +4- i 6. f(z) = (22— 1)(3 + 22) 10. f(x) = /T en +oo seulement
3. f(x) =3¢” + 4z 7. f(@) = (e* — 4)(e® +1) 11, #(e) = —8in(@)

1) = — S @) = en oo seulement

Exercice 12

Déterminer les limites suivantes en détaillant et en justifiant les propriétés utilisées (somme, produit ou

quotient) :
. 1 2_10 . —2x+5
1.1 3442 im 8. lim —t T2
T 5. lim —— A Lr+3
1 x>2 a
2. ll}g_l —+x -2 . 9. lim —2r+5
e 6. lim 'z—>33$2—4x+3
3. lim (2% 41) (2 —2 w3 "~
- Jlm (= p, 10. lim —3in(x)
x>0
A —6+ 2 7. lim ——
" 2540 4y — 2 T 11. zgg—loo fgln(x)
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TD4 LIMITES DE FONCTIONS, CONTINUITE BTS ATI

Formes indéterminée

Exercice 13

Déterminer les limites en +o0o et —oo de la fonction f. (Pensez a factoriser)

1. f(z)=222-3z+5 3. f(z) = —42® + 222 + 10

2. f(z)=—2*+3z+4 4. f(z) = —42® + bz + 4

Exercice 14

Déterminer les limites en +0o et —oo de la fonction f. (Pensez a factoriser)

20+ 5 24+ 3

1 = _
f(z) 1 3 f(ac)—2x75
22+ 4 r+6
2 f(x):x2+2 4. f(iﬂ):gﬁiJr4

Exercice 15

Déterminer les limites en 400, —oo et en 1 des fonctions suivantes :

1. f(z) = —622+22%+1 n f(x):z3—4z5+2:r+1
Txd + 422 — 6
2
2 fl@)=a'— 23 +at1 5 fay = 20 To 12
xr — 2
324+ zx+2 3r—5
SRy A P

Exercice 16

Dans chacun des cas suivants, déterminer les limites aux bornes de I’ensemble de définitionde la fonction :

L f(z) = —a® + 22 sur [0; +00] 5. f(z) = xi’4 sur | — 2; 2]
2. f(z) = (1 - 2y)(1 — 3z) sur [0; +00] 6. f(z) =4+ % sur | — oc: 0]
3. f(z) = (Tz +3)*(52 + 9) sur R 7. f(z) = Va? -z sur ]1; +o0]
4. f(z)=ad + x—15 sur ]0; +o0| 8. g — 3/ sur ]0; oo

Exercice 17

Déterminer les limites en 400 et —oo de la fonction f. (Pensez & factoriser)

e’ +4 . 2
Lo fl@) =57 3. lim (28 +1) <;;)
4. f(z) = 2® — \/r en +oo seulement
2. f(z) = % 5. f(z) = l(\/E—l— 3) en 400 seulement
(e” +2) x

Exercice 18

Etudier les asymptotes des fonctions suivantes :

20 —1
L@ =3
2e’ +1
2. f(zx) = =1

Jean-Francois Bosc 5/10 ICAM



TD4 LIMITES DE FONCTIONS, CONTINUITE BTS ATI
Composition
Exercice 19
Soit f la fonction définie sur R par f(z) =2 +va2+4 :
1. Déterminer la limite en 400
2. Peut-on conclure par des théoremes d’opérations quand = tend vers —oo ?
—4
3. Montrer que pour tout = réel, f(r) = ————
que p f) = — N
4. En déduire la limite en —oo
Exercice 20
Déterminer la limite de la fonction f en a :
1. f(&)=v2x+5;a=+0c0 6. f(z):efx2+5x;a:+oo;a:foo
2. f(z)=e3"" a=+400;a=—00 7. f@)=2zx+e%;a=+o0
o1
3. f(x)zsm;;a:—oo 8. f(ac):e%;azo‘“;azo_
4. f(x) =e* — 2250 =—00 9. f(z)=In(—2) ;a=0";a=—-00
3
5. flz) =y/2? + —3a=+o0;a= —o0; a=0" 10, f(z) = —0,1n(—z+10) ;a=10";a= —c0
[l Comparaison
Exercice 21
Soit f la fonction définie sur [0; 0o par f(t) = e~ x cos(2t + %) :
1. Justifier que pour tout t >0, —e~* < f(t) <e™t
2. En déduire la limite en 400 ?
3. Ilustrer graphiquement ce résultat
Exercice 22
Soit f la fonction définie sur R par f(t) = (1 + 2cos?(x))el =
1. Montrer que pour tout réels x, e! =% < f(z) < 3el =2
2. En déduire la limite en 400 et en —co?
3. Quelle interprétation géométrique en faites-vous ?
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Exercice 23
Soit f la fonction définie sur R par f(¢) =t + cost :
1. Justifier que x — 1 < f(z) <x +1
2. Déterminer les limites en +00 et —oo

3. Peut-on traduire ces résultats en terme d’asymptotes ?

Exercice 24

Déterminer les limites en +00 et —oco

1. f(z) =2%+zsinx 3. _ __wsinxw
f(@) 22 +2cosx
coS T
2. =
f(x) X 4+ cosx

Probléemes

Exercice 25
-3

O ide la fonction défini =
n considére f la fonction définie par f(x) peoT—

1. Résoudre dans R 'équation 22 +2 —2 =10

2. En déduire le domaine de définition de f.

3. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.

4. En déduire 'existence éventuelle d’asymptotes a la courbe représentative de la fonction f.

Exercice 26
—6z2—2z+5

On consideére f la fonction définie sur [3; +oo[ par f(z) = T
x

1. Déterminer la limite de la fonction f en 400

3
3+ 2

2. Vérifier que pour tout x de [3; +o00|, f(x) = -2z + 1+

3. Démontrer que Cy admet une asympotte oblique A dont on précisera 1’équation.

4. Etudier la position relative de C ¢ par rapport a A.

Exercice 27
222 — 1

On consideére la fonction g définie sur | — oo; —1[ par g(z) = CESIE
x

. On note Cy sa courbe représentative.

1. Montrer que la courbe représentative C, de la fonction g, admet une asymptote verticale D et une

asymptote horizontale A dont on précisera les équations.
2. Etudier le signe de g(z) — 2 sur | — co; —1].

3. En déduire la position relative de C4 par rapport a D.
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Bl Continuité

Exercice 28

Les fonctions suivantes sont-elles continues sur leur ensemble de définition ? Justifier vos réponses.

1. f(x)=2—-6,5 5. f(z) = tan(x)e® — Tz cos(x)
2. f(z) —42*+3z -5 S5z + 1
6. f(x) = o
¢ —4x +3
3. f(z) =cosx — 22 + 5z
tan(x)e®
4. f(z) = —5sin(x) + 4cos(z) — e~ + 5a” T flw) = Tz cos(z)
Exercice 29
Etudier la continuité des fonctions suivantes :
22siz <0
1. fo:R — R définie par Vz € R, fo(z) =
zsiz >0
x2 cos <—) siz#0
2. f1: R — R définie par Vz € R, fi(x) = z
Osiz=0
Vatlove oo g
3. fo : RT — R définie par Vz € R, fo(z) = Va
1siz=0

22 4+3c+3six<—1
4. f3: R — R définie par Vz € R, f3(z) = 9

2 41

sixz>—1

2?2 —3six €] —oo;1]
5. fi: R — R définie par Vo € R, fy(z) = f(1) = -2
Ve —1-—2siz €]l;+o00]

Théoreme des valeurs intermédiaires

Exercice 30 X o0 2 .
Soit le tableau de variations d’une fonction f : Jus- =1 4
tifier que f(xz) = 0 admet une unique solution réelle. f 3 o
Exercice 31
Soit f la fonction définie sur I = [0;1] par f(z) = 2 + 622 + 9z + 3
1. Montrer que f est croissante sur 1
2. Justifier que 'équation f(z) = 4 admet une unique solution c.
3. Déterminer o par balayage (avec votre calculatrice) & 10~1 pres
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Exercice 32
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —23 — 3z — 2
1. Justifier la continuité de f sur [—1;0]
2. Montrer que f est strictement décroissante sur [—1;0]
3. Justifier que équation f(z) = 1 admet une unique solution a € [—1;0].

4. Déterminer « par balayage (avec votre calculatrice) & 1071 pres

Exercice 33

1. Soit f la fonction définie de R** dans R par f(z) =z — 2+ In(x)
(a) Calculez f(1) et f(3).
(b) Que peut-on déduire de I’équation f(z) =07

2. Soit g la fonction définie de R dans R par f(z) = e* —x

Justifier que ’équation f(z) = 1 admet une solution « € [—1; 1].

Exercice 34

Soit f la fonction définie sur I = [0;1] par : f(z) = 1,4z(1 — x).

1. Justifier que f est continue sur I.

2. Justifier que 'équation f(z) = x posséde une solution sur I (autre que 0).

Résoudre cette équation dans I.
3. Montrer que la fonction f est croissante sur [0;0,5].

4. On définit la suite (u,) telle que ug = 0,1 et, pour tout n € N, w41 = f(un).
Démontrer par récurrence que, pour tout n € N: 0 < u,, < upy1 < 0,5. On verra un peu plus tard

que tout suite croissante majorée converge. Appelons [ sa limite.

5. Déterminer [.

Exercice 35

% + 1
Soit f la fonction définie sur T — R\ —2 par : f(z) = o

rT+2°

1. Justifier que f est continue sur I.
2. Justifier que I'équation f(z) = x posséde une solution sur I. Résoudre cette équation dans I.
3. On définit la suite (uy) telle que ug = 0 et, pour tout n € N, up11 = f(uy).

4. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N: 0 < u,, < upy1 < 1. On verra un peu plus tard que

tout suite croissante majorée converge. Appelons [ sa limite.

5. Déterminer [.
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