Brevet de technicien supérieur Métropole-Antilles-Guyane
14 mai 2018 - groupement B

Exercice 1 10 points

Plusieurs projets de train a trés haute vitesse et a propulsion
électromagnétique sont en préparation, a I'image de I'Hy-
perloop.

Les wagons ont une forme cylindrique et sont propulsés
dans un tube a basse pression afin de réduire les frottements.
Les ingénieurs ont fixé comme objectif impératif pour le dé-
part de chaque wagon d'atteindre en moins de 2 minutes
une vitesse instantanée de 400 km.h™".
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est une fonction de la variable ¢ définie et dérivable sur l'intervalle (0; 3).
L'objectif de cet exercice est d’étudier la fonction f afin de vérifier les caractéristiques du départ.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d'une équation différentielle

Enappliquantles contraintes physiques et technologiques du projet, de premiers résultats conduisent
a I'équation différentielle (E) :

y' -0,2y=3t,

ou y est une fonction inconnue de la variable réelle t, définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo| et
¥ 1a fonction dérivée de y.

1. Résoudre sur [0 ; +co| I'équation différentielle (Eo) :

¥ -0,2y=0.
On fournit les formules suivantes :
Equation différentielle Solutions sur un intervalle /
y+ay=0 y(0) = ke o

2. Vérifier que la fonction g, définie sur (0; 3] par g(t) = —15¢ =75, est une solution de I'équation
différentielle (E).

3. Endéduire I'’ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Au temps t = 0, le wagon est au point de départ. Déterminer la fonction f solution de (E) véri-
fiant la condition initiale f(0) = 0.

A.P.M.E.



B. Etude de fonction et application
On considere la fonction f définie sur I'intervalle (0; 3] par
f(1)=75(e**" -1)-15¢.

On désigne par ¢ la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthogonal.

1. Un logiciel de calcul formel fournit ci-dessous des expressions de f(t) etde f'(1).
Ces résultats sont admis et peuvent étre exploités dans les questions suivantes.

& Calcul formel

1| f(D):=75*(exp(0.2+£)—1)—15=*¢
o | = f(t):=75e —15¢-75

2|

ol —15e¥-15

a. Résoudre sur l'intervalle [0; 3] I'inéquation f'(t) > 0.
b. En déduire les variations de la fonction f sur lI'intervalle [0; 3].
2. On rappelle que f(f) correspond a la distance parcourue par le wagon, en km, al'instant t, en
minute.
Déterminer le nombre de kilomeétres parcourus au bout d'une minute. Arrondir le résultat au
dixiéme.
3. a. Lavitesse duwagon, en kilométre par minute, a I'instant ¢, correspond a f'(1).
En déduire la vitesse, en kilomeétre par minute, du wagon a t = 2 minutes. Arrondir le
résultat au dixiéme.
b. Lobjectif des ingénieurs est-il atteint? Justifier la réponse.

4. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.

La réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte
ni n'enléve de point.

Une équation de la tangente T a la courbe %€ au point d'abscisse 2 est :

y=15(e*-1)¢t y=15(e% —1) t +45¢e"* y=15(e —1) t+45e%*-75

On fournit la formule suivante :
Une équation de la tangente au point d'abscisse a de la courbe représentative de f est:
y=f'(a)(t-a)+ f(a).

C. Calcul intégral

Afin d’aménager les futures gares dédiées a ce train a trés haute vitesse, les architectes ont dessiné

la piéce suivante, représentée dans un repére orthonormé avec pour unité graphique 1 meétre sur les
deux axes.



On désire calculer de fagon précise I'aire o# de la surface hachurée sur le dessin. Pour cela on dispose
des données suivantes :

2.

la piéce est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées;

le bord supérieur correspond a la droite d’équation y = 2,25;

le bord inférieur droit correspond a la fonction g définie sur l'intervalle (0; 3] par:

B 2ix
T 2x2+18°

g(x)

Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni

n'enléve de point.

L'aire «#; du rectangle OPQR, en unité d’aire (u. a.). est égale a:

| 3u.a.

| 5,25 u. a. | 6,75 u. a. |

Un logiciel de calcul formel donne ci-dessous une primitive de la fonction g sur l'intervalle
[0; 3], ol1 ¢y est une constante. Ce résultat est admis et pourra étre exploité dans les questions

suivantes.
& Calcul formel
1] 8(x):=27+x/(2*x"2+18)
o | —8(x):=27 e
i 2x%+18
2 | intégrale(g(x))
o| = #Fmn(x*+9)+cq

Calculer I'aire =/, en unité d’aire, de la partie du plan limitée par la courbe représentative de la
fonction g, I'axe des abscisses et les droites d'équations x =0 et x = 3.

3. Déduire des questions précédentes I'aire =/ en unité d’aire. Arrondir au milliéme.
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9 mai 2017 - groupement Al - CIRA

Exercice 1

Les 4 parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante. Dans cet exercice on s'inté-
resse a I'évolution, en fonction du temps, de la vitesse de rotation d'un moteur a courant continu.

Partie A : Etude de la vitesse de rotation du moteur lors de son démarrage

Dans un premier temps, le moteur a courant continu utilisé n'est soumis a aucune charge mécanique.
La vitesse de rotation de ce moteur, exprimée en tour par seconde (tour/s), est notée w. Elle dépend

du temps ¢, exprimé en seconde (s), écoulé depuis le démarrage du moteur.
La courbe ci-dessous représente I'évolution de cette vitesse en fonction du temps.

vitesse en tours par seconde
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1. Répondre aux questions suivantes a l'aide de la représentation graphique ci-dessus.

a. Quelle est la vitesse de rotation du moteur a l'instant t =0?

b. Quelle est la vitesse de rotation du moteur une seconde apres le démarrage?

c. Vers quelle valeur wg semble se stabiliser la vitesse de rotation du moteur?

d. Avec la précision permise par le graphique, déterminer au bout de combien de temps on

atteint 95 % de la vitesse stabilisée. Expliquer.

A.P.M.E.P,



2. On admet que, dans les conditions de fonctionnement étudiées dans la partie A, la vitesse de
rotation du moteur est modélisée par la fonction w définie pour ¢ = 0 par :
w(f) = 15— (30t +15)e”

a. On note ' la fonction dérivée de w. Justifier que pour t > 0: «'(t) = 60te 2.
b. En déduire le sens de variation de la fonction @ sur [0 ; +oo|.

c. Calculer »'(0). Donner une interprétation graphique du résultat.

Le formulaire ci-dessous peut étre utilisé pour les parties B et C de I'exercice

Equation difiérentielle sans second | Solutions sur &

membre

ay" + by +cy = 0 avec @, b et c des | « SiA>0: t— Ae"' + Be™', avec A, B constantes

constantes réelles. réelles et ry, r les solutions de I'équation caractéris-
tique.

Equation caractéristique : ar’+br+c=0 | « SiA=0: t— (At+ B)e'’, avec A, B constantes

de discriminant A. réelles et r la solution de I'équation caractéristique.

e SiA<0:t— e*[Acos(ft)+ Bsin(pt), avec A, B
constantes réelles et a +if et a—ip les solutions de
I'équation caractéristique.

Partie B : Résolution d'une équation différentielle permettant d’obtenir la vitesse de rotation

Sous certaines conditions de charge, la vitesse de rotation d’'un moteur a courant continu soumis a
une tension constante U, exprimée en Volt (V), est solution de I'équation différentielle

1 U
(E): = y'+y +y= T ol k est une valeur caractéristique du moteur.

. On note (Ep) I'équation homogeéne associée a (E). On adonc:

1
(Eo): Zy" +y +y=0.
Déterminer les solutions de I'équation différentielle (Ep).

U
2. Vérifier que la fonction constante g: t— T est une solution de I'équation différentielle (E).

3. En déduire les solutions de I'équation différentielle de (E).

2
4. En prenant k = 3 et U = 10 V montrer que la fonction @ donnée dans la question A. 2. est la

solution de I'équation différentielle (E) vérifiant les conditions initiales y(0) =0 et y’(0) = 0.

Partie C : Détermination de la vitesse de rotation d'un moteur a courant continu a partir des prin-
cipes de la physique
D'une maniére plus générale on démontre que la vitesse de rotation du moteur alimenté par une
tension continue U vérifie I'équation différentielle
u

(Ey): a®y'+2may +y= L
ou a, m et k sont des parametres strictement positifs dépendant des caractéristiques physiques du
moteur étudié (résistance, inductance, moment d’inertie).

win

Dans cette partieon prend: U=10V;a=0,3; m=0,6etk=



L'équation différentielle (E,) s'écrit donc :
0,09y" +0,36y" + y = 15.
1. Résoudre dans C I'équation : 0,09z% +0,36z +1 = 0.
2. Parmi les quatre fonctions proposées ci-dessous, une seule est solution de I'équation différen-
tielle (E,) et vérifie les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0.
Quelle est cette fonction? Justifier la réponse.
Fonctionl: (—15 [ 1-e" ¥ (cos(21) + %sin(Zr))]
t—15[1-e"*' (cos(&1) + 3sin(%1))]

Fonction 2:
t— 15e%" — 1547

Fonction 3 :
t— 15-e"% [cos(%1) + 3sin (1))

Fonction 4 :
3. Lasolution del'équation différentielle ( E;) qui vérifie les conditions initiales y(0) =0et y'(0) =0
modélise I'évolution de la vitesse du moteur en fonction du temps dans les conditions étudiées
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D’apres cette modélisation, quelle est la vitesse maximale du moteur?

A quel moment, environ, est-elle atteinte?



Exercice 2 9 points

Les deux parties suivantes sont indépendantes. Elles peuvent étre traitées dans n'importe quel
ordre

PARTIEA:
On appelle f la fonction définie sur R, paire, périodique de période x, vérifiant :

. ®
f(t) = tsin(f) pour te [o. 2].

1. Parmi les quatre courbes suivantes quelle est celle qui représente la fonction f? On n'attend
pas de justification.

Courbe 2
Courbe 1

Courbe 4

\/ \/

! b4 ¥ |

2. On admet que la fonction f est développable en série de Fourier.
On note S son développement en série de Fourier.
On rappelle que :

—
S(t) = ag + X, (ap cos(nwt) + by sin(nwt)), avec w = —". T période de f;
a+T

a+T
a = % f(t)dt. Pour n 2 1 : ap, = ;f f(t)cos(nwt) dt et b, =
a

2 a+T
?f f(t)sin(nwt)dt
a

avec a constante réelle quelconque.

a. Justifier que b, = 0 pour tout n entier naturel supérieur ou égal a 1.



b. Montrer que la fonction g définie pour tout réel t par g(t) = —tcos(t) + sin(t) est une
primitive de la fonction définie sur R par ¢ — tsint.

a
c. Lafonction étant paire et de période 1, ay vérifie ap = %f " f(nde.
0

Vérifier que ay = Z. Ecrire les étapes du calcul effectué.

3. On admet que pour tout entier naturel n > 1: a,, = #(-1)" (m - m{,—];)
Donner les valeurs de a; et a; arrondies au millieme.

l N
4. On note f, le nombre positif vérifiant f> = = f fz(l)dt.
0

2
On admet que I'expression @ +3 3 (@’ + b%), obtenue d’aprés la formule de Parseval, permet
n=1

d’obtenir la valeur approchée de fZ au millieme.
a. Calculer la valeur approchée de f? au millieme.
b. Si f modélise un signal de période m, que représente f,?
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Exercice 2 7 points
Commun a tous les candidats

On rappelle que le développement en série de Fourier d'une fonction f périodique de période T est
+00

S(t)=ag+ Y_ (apcos(nwt) + bysin(nwt)).
nzl

2n 1 [a+T . .
avecw = 7 ap = ?f f(t)dt et, pour tout entier n > 1 et toute constante réelle a :
0

a+T

2 a+T
ap==— f(t)cos(nwt)dt et b, = —f f(D)sin(nwt)dt.
T ) T Jo

Les trois parties de I'exercice sont indépendantes

Partie A

On donne ci-dessous la représentation graphique C d'une fonction f définie pour tout réel x, paire,
périodique de période T et telle que pour tout x € [0; 2] : f(x) = x(27 - x).

-3 -2n -1 d‘r 1r 2n 3n 4n

On souhaite déterminer les coefficients ay, a, et b,, avec n > 1, de la série de Fourier associée a cette
fonction f.

1. Déterminer T puis calculer .
2. Calculer le coefficient ay.

3. Que valent les coefficients a, et b, pour n > 1?
On pourra utiliser les résultats ci-dessous obtenus a I'aide d'un logiciel de calcul formel.

integrate(x*(2pi-x)*cos(n*x),x,0,2*pi)
—2nncos(n*2m)+2sin(n+2n1) 2n
n n?

integrate(x*(2pi-x)*cos(n*x),x,0,2*pi)
_ na’sin(nn) +2sin(nn) 27
- n? n?

On simplifiera le plus possible les réponses.
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Exercice 2 8 points
On considére un signal correspondant a la fonction f, définie sur R, périodique de
période T = 2n et telle que :

f(t)=m—tpour0<t<met f(t)=0pourm < t<2m.

o0

Soit S(1) = ap + Z (apcos(nwt) + by, sin(nwt) le développement en série de Fourier
n=1

associé a la fonction f

1. Tracer, dans un repére orthogonal, une représentation graphique de la fonc-
tion f, pour t appartenant a l'intervalle [-27 ; 67[.

n
2. Montrer que ap = T

3. Un logiciel de calcul formel a permis d’obtenir les intégrales suivantes, pour
n entier non nul :

x —(—1\" x
f (m—t)cos(nt)dt = 1(—2” et f (n—t)sin(m)dt:i.
0 n 0 n

Ces résultats sont admis et n'ont donc pas a étre démontrés.
En déduire les expressions de a, et de b, en fonction de I'entier non nul n.

4. Calcul d'une valeur approchée de la valeur efficace de f

Pour tout entier n, on pose ¢, = \/a% + b? pour n = 1 et ¢y = |ag|, ot a,, et by,
sont les coefficients de Fourier de la fonction f.

Le tableau suivant donne les valeurs de cn, arrondies a 107*, pour n variant

de0as.
n 0 1 2 3 4 5
Cn 0,7854 1,1854 0,5 0,3408 0,25 0,2016

On note Ej la valeur efficace de la fonction f.
La formule de Parseval permet d'écrire :

2_ 2 18,2 .20 2. 18 >
(Ef)" =a3+= Y (an+by)=cg+= Y cp
2n:l 2n=l

On obtient une valeur approchée de E en ne prenant pas en compte les har-

moniques d’ordre supérieur ou égal a 6. On obtient alors une valeur appro-
1 n=5 5
chée P du carré de la valeur efficace de f parla formule: P = qz, + > Z .

n=1
Donner, en utilisant le tableau ci-dessus, une approximation décimale 2 10™*
pres de P.

5. Comparaison avec la valeur exacte de la valeur efficace de f

1 2
a. On rappelle que (Ef)* = Ef fAnde.
0
2 7[2
Montrer que (Ef)” = n

b. Déduire des questions précédentes une valeur approchée arrondie a 103

(Er)*

du rapport



On peut observer ici que —— est inférieur a 0,95. On constate ainsi que
E

l'abandon des harmoniques d'ordre supérieur a 5 ne fournit pas une excel-

lente approximation de (E /)2 dans le cas oir, comme ici, les valeurs de cn ne
décroissent pas rapidement.

Formulaire pour les séries de Fourier

f : fonction périodique de période T.
Développement en série de Fourier :

+00 +c0
s(t)=ag+ Y (aycos(nwt) + bysin(nwt) = ¥ cxe'™’, (neN’, ke 2).
n=1 -0

a+T

2 a+T
ag == f(de ; a,,=—f f(t)cos(nwt)dt;
T Ja T Ja

2 a+T
b,= —f f(t)sin(nwt)dt.
TJa

a+T

1
Cp==— f(t)e"k""dt(ke Z); co= ayp.
T Ja

a,—ib a,+ib .
”2 ":c,,; "2 "=c-,.(n€N).




