CHAPITRE

CALCUL

INTEGRAL

L’histoire des mathématiques doit beaucoup a la théorie de l'intégration, et sa place
parfois un probléme. Les « méthodes intégrales » en Gréce antique l’atteste (voir
méthode d’exhaustion), et bien qu’il faille attendre le calcul infinitésimal pour une
premiére formalisation, elles mous avaient déja offert de profonds et beauzr 1é-
sultats : les Athéniens évaluérent les grandeurs de l’espace puis en démontrérent
implicitement l'existence et l'unicité ; au XV II® siecle naissent des méthodes gé-

nérales de « calcul de Uinfini » (rectification de courbes, quadratures, etc). C’est

alors que la méthode des indivisibles de Cawvalieri voit le jour.

Cavalieri (1598 —1647)

C’est Leibniz qui opére le fondement de la théorie de lintégration (Geometria recondita, 1686), perpétué
jusqu’aujourd’hui, d’une part par un symbolisme inégalé reliant intégration et dérivation, d’autre part par la

mise en place des principaux théorémes.

La formalisation de cette théorie a revétu diverses formes. Elle aboutit tardivement, d cause de la complexité
des problémes soulevés :

que sont les fonctions ? les réels ¢ (ces questions ne furent pleinement élucidées que grice au développement de
Uanalyse au XIX¢ siecle); quelles fonctions peuvent s’intégrer ¢ (c’est la question de lintégrabilité ; elle est

lice, entre autres, & des problémes de convergence).

L’intégrale de Riemann (Bernhard Riemann, 1854, publication posthume en 1867) puis lintégrale de Lebesgue
(Henri Lebesgue, 1902) ont marqué les esprits par leur formalisation aboutie. L’intégration est encore un sujet
pour la recherche contemporaine ; en témoignent des extensions telles que l’intégrale d’Ito, lintégrale de Kurzweil-

Henstock, ou la récente construction de Bongiorno (1996).
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Objectifs du chapitre :

- Savoir calculer une primitive de fonction

- Savoir étudier une primitive de fonction

- Aborder la définition d’intégrale (au sens de Riemann) sur un segment

- Connaitre et utiliser les principales propriétés de 'intégrale d’une fonction continue

- Calculer des intégrales sur des segments

- Connaitre et utiliser les principales techniques d’intégration pour calculer I'intégrale d’une fonc-

tion continue sur un segment

- Calculer des longueurs, des aires, des volumes a ’aide de I'intégrale dans des cas particuliers.

Primitives

Définitions

— Définition 1. N

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On appelle primitive de f sur I toute fonction F' définie et dérivable sur I vérifiant

F'(z) = f(z) pour tout z € I.

Exemple

Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = 322,

0 La fonction F définie sur R par F(z) = 22 est une primitive de f sur R puisque F'(z) = f(x).

0 La fonction G définie sur R par G(z) = 23 + 2 est aussi une primitive de f sur R puisque G’ () = f(z).

Exemple

T
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ——
Va2 +3

est une primitive de f.

0 On calcule F’, la dérivée de F et on vérifie que 'on obtient f :

, B 2x B T e
O F<x)72\/x?—+3+07\/x?—+37f(1)'

Proposition 1.}

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

Si f possede deux primitives F' et G sur [ alors elles ne différent que d’une constante.

, alors la fonction F' définie sur R par F(z) = Va2 +3+7

Jean-Francois Bosc 3/28 ICAM
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f—(Démonstration.} N

Considérons F et G et étudions F' — G sur [.
Par définition et propriétés des fonctions dérivables, F' — G est dérivable et de dérivée nulle.

Donc F' — G est constante sur I c’est a dire F' = G + k avec k € R.

- h

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, k& un réel, zg € I et yo € R fixés.

¢ Si f admet une primitive F' sur I, les primitives de f sont les fonctions du type F'(x)+k

¢ Si f admet une primitive F' sur I, il existe une unique primitive F' de f sur I telle

que F'(zo) = yo-

Exemple

1 1 1 1
O Les fonctions Fy(z) = ZZLA, Fi(z) = ZZLA +1, Fy(z) = ZZLA +2, ..., Fy(z) = ZZLA +kaveck e R

sont toutes des primitives de la fonctions f(z) = z3.

O Cependant, il n’existe qu’une unique primitive F' de f vérifiant F'(0) =1 : il s’agit de F}.

Calculs de primitives

L’objet de cette section est de présenter les primitives usuelles que vous rencontrerez.

1.2.1 Primitives des fonctions usuelles

La lecture du tableau des primitive se fait en lisant celui des dérivées « a I'envers ».

Les fonctions f suivantes sont définies, dérivables sur l'intervalle I, n € N\ {—1}.

Obtention de primitives par lecture inverse du tableau des dérivées :

f(x) une primitive F'(z) conditions
0 k I=R
a ax I=R
xn—l—l
" I=Rsin>0
n+1
I=R*"sin<0

Jean-Frangois Bosc 426 ICAM
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f(x) une primitive F'(z) conditions
1 *
cos T sinzx I=R
sinx —CcosSx I=R
e’ er I=R
1
- Inx I = R*Jr

Remarque

Pour obtenir toutes les primitives d’une fonction f donnée, il suffit de rajouter une constante.

Exemple

1
O Une primitive de la fonction f définie sur R par f(z) = 2® est F(z) = 9 z9.
1
0 Une primitive de la fonction f définie sur RY par f(z) = — est Fi(x) = — =7
x
1.2.2 Opérations sur les primitives
u et v sont des fonctions de primitives U et V' sur un intervalle 1.
Tableau des opérations sur les primitives :
Forme de la fonction Une primitive Conditions
U+ U+Vv
kxu kExU
un—l—l
u' u” neN
n+1
/
U 1
— — n e N\ {0;1
u” (n—1) u» \ {051}
ul
— 2\/u u(x) >0
o Vi («)
u’ cosu sin u
u'sinu —cosu
u'et e
/
u
— Inw u(z) >0
U
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Exemple

On cherche a déterminer dans chacun des cas suivant une primitive I’ de le fonction f sur l'intervalle I :

3 43
O f(x):4xgetI:]R:F(x):4><%:%.

O f(z) =2z -1 et I =R : f(z) = (22 — 1)'(2% — 1)® donc F(x) = (- 1)6.

6
O f(x):ﬁetx>2:f(x):%doncF(m):%/?)x—G.

O f(z) =2x+2cos(2x) —6sin(3z — 1) et I =R : f(x) = 22 + (22)" cos(2x) — 2(3z — 1)' sin(3z — 1)
donc F(z) = 22 + sin(2x) + 2 cos(3x — 1).

O f(z)=-9e 3 tet [ =R: f(z) =3(-3z—1)'e 3 L donc : F(z) =3 e 3771,

dr — 2 2(x? —x+3)

7 a3t {=R ) =5 donc : F(z) = 2In(z? — z + 3).

0 flz) =

Intégrale d’une fonction

Rapide approche théorique

Soit f une fonction continue et positive sur un inter-
valle [a; b).

On note Cy sa représentation graphique dans un repere ¢,
orthonormal (O; 7, j)
On cherche a déterminer 'aire du domaine D situé

sous la courbe représentative Cy de f. '

L’unité d’aire est donnée par le repere (O; ;, ;) : Punité \
d’aire est I'aire du rectangle OI K J. R

|

a O

Plus précisément, le domaine D est ’ensemble des
points M(x;y) tels que a <z < b, et 0 <y < f(x).

Cette aire s’appelle ’intégrale de la fonction f de a & b; on la note f; f(z)dx.

Nous allons chercher a approcher la valeur de cette aire par découpage plus ou moins fin du segment
[a;b]. En prenant des valeurs majorantes ou minorantes (sur les segments de ces découpages) de la
fonction nous obtenons les aires de rectangles (majorants ou minorant celles de I'intégrale) que nous

pouvons sommer (puisqu’en nombre fini).

Les graphiques suivants donnent la courbe représentative d’une fonction f et précisent I’encadrement

de I'intégrale f26 f(x)dx par valeurs supérieures et inférieures.

Jean-Francois Bosc 6/26 ICAM
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b—a .

La situation précédente est généralisable : soit f une fonction continue et positive sur [a; b].
n

On découpe 'intervalle [a;b] en n intervalles de longueurs Az =

[«770;«771] 5 [961;962] 5 [962;963] ; . ;[xn—l;xn]

avec Tg = a, 1 = a + Az, xo = x1 + Az, ... La suite (z,) des abscisses est une suite arithmétique

de raison Az. En particulier, pour tout entier k, la k*™¢ abscisse est zj = x¢ + kAz.

Tp—1 Tp=>

To=a I T2
Ax

Ax Az Ax
Dans ce premier cas, ’aire bleue est la somme des aires de chaque rectangle qui la compose :

Ql Sy
S.l

n—1

sn = f(xo)Az + f(x1)Az+ ... + f(zn1)Az =) f(ax)Az
k=0

Cr

f(zn)

f(zn-1)
H)
f(x1)

Tp—1 Typ=>

7 To=a X1 ) T3
Ax

QI Sy

7

Ax Az Acx
Dans ce deuxiéme cas, Iaire bleue est aussi la somme des aires de chaque rectangle qui la compose :

n

Sn = fa1)Az + f(e2)Az + ... + fzg)Az = flax)Ax
k=1
ICAM
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L’aire hachurée est comprise entre ces deux aires bleues : s, < [ (f flz)dx < S,

Ces deux suites (s;) et (S,) sont dites adjacentes (voir la lecon sur les suites) et convergent donc

vers une limite commune qui est ’aire recherchée : I'intégrale de f de a a b.

Remarque
— La notation f; f(z)dz (introduite par Leibniz, et/ou Newton, au X VII® siécle) s’explique a partir
des calculs d’aire précédents, d la limite ou Ax — 0, et donc n — +oo, notée finalement dx

(largeur infinitésimale), et le symbole Z se transformant en / :

b n
/a f(z)dx = Alig%zz:l f(z) Ax

— La variable x est dite muette. La lettre qui la désigne n’a pas d’importance :

"fwyde = [ eyt = [ fa)da ..
/ / /

Cette construction se généralise aux fonctions continues sur un segment mais le lien entre intégrale
et aire située entre la courbe représentative de la fonction et I’axe des abscisses ne vaut que pour les

fonctions a valeurs positives.

Premieres propriétés

Proposition 2 (Relation de Chasles).}

b G b
Soit f une fonction continue sur [a;b] et ¢ € [a; ] alors / f(z)dz = / f(z)dx +/ f(z)dx

Interprétation graphique :

—

Proposition 3 (Interversion des bornes).

b
Soit f une fonction continue sur [ a ; b ], alors / f(z) dz = — f(x) dzx

Jean-Francois Bosc 9/28 ICAM
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,—{Proposition 4 (Relation d’ordre).] |

Soient f,g:[a; b]— R deux fonctions continues.

b b
Si, pour tout € [a ; b ], on a f(z) < g(x), alors / f(z) de < / g(x) dx.

Intégrales et primitives

—~ Théoréme 2.] N

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a € I. Alors la fonction F' définie sur [

X
par F(z) = / f(t) dt est 'unique primitive de f sur I s’annulant en a.

a

r—(Démonstration.j N

Soit g un réel de I, et h un réel tel que g+ h € I. D’apres la relation de Chasles :

zo+h 0 zo+h

F(xo+h)—F(xo):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/

a a a

F)dt+ /x " f(t)dt = / T e

0

Comme f est continue sur I, f est en particulier continue sur [zg;xo + h], et donc
pour tout t € [xg; xo + hl, Min f(z) < f(t) < Max f(x)

z€[z0;x0+h] x€[xzo;z0+h]
L’intégrale conserve 'ordre,

zo+h zo+h zo+h
/ Min f(z)dt < / Fb)dt < / Max f(z)dt

0 $€[1‘0;1‘0+h] xo xQ $€[1‘0;1‘0+h]

soit (ro+h—xz9) Min f(x)<F(zog+h)—F(xg) <(xog+h—129) Max f(x)

z€[z0;x0+h] z€[zo;x0+h]

c’est-a-dire, h  Min f(x) < F(zo+h)— F(xzg) <h Max f(z)

z€[zo;x0+h] z€|zo;x0+h]

F —F
ou encore, Min f(z) < (2o + 1) (z0) < Max f(z).
z€[z0;T0+h] h z€[zo;z0+h]
Quand h tend vers 0, 'intervalle [zg; z¢ + h] se réduit a {xo}, et donc, comme f est continue
cl, li ( Mi > — i ( M > =
en xg im0 xe[wo;gw]f () im0 xe[woiﬁh]f (z) | = f(zo)
F(zo +h) — F(xo)

Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, limy,_,q = f(=zo) ce qui signifie

h
exactement que la fonction F' est dérivable en zg, et que F'(zo) = f(zo).

Ce raisonnement est valable pour tout zp € I, et donc on a bien F/ = f : F est une
primitive de f.

On a de plus, F(a) = / f(t)dt =0, et donc, F est la primitive de f s’annulant en a.

Jean-Frangois Bosc 10 /1261 ICAM
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Exemple

On a ainsi :
xr
1
O In(z / -
1 t
O sin( / cos(t
0

— Définition 2. N

On appelle intégrale de f sur [ a ; b ] le nombre réel F'(b) — F'(a) ou F' est une primitive

quelconque de f sur I. Il est noté

b
/a f(z) dz = F(b) — F(a).

Exemple
3
Calcul de l'intégrale : / r dx :
2

O Une primitive de f(z) =z est F(z) = T

3
9 4 5
O donq/2 xdx:F(B)—F(Q)zi_QZ%,

Remarque

— L’intégrale d’une fonction f sur [a;b] est indépendante du choix de la primitive F.
b
— On note aussi / f(z) dz = [F(2)]° = F(b) — F(a).

— Dans l’écriture / f(z) dx, la variable x est « muette », ce qui signifie que

/f dm—/f t)dt

Le dx ou dt détermine la variable par rapport a laquelle on intégre la fonction : x, ou t.

Aire d’une fonction positive

,—(Proposition 5.} |

b

Si f est une fonction positive sur [ a ; b ], alors / f(z) dx est égal a laire du domaine
a

compris entre la courbe de f, 'axe des abscisses et les droites d’équations z = a et x = b

exprimée en unité d’aire.

Jean-Frangois Bosc 11/26 ICAM
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=

Exemple

Calcul de l'aire du domaine compris entre la courbe
1

d’équation —, I'axe des abscisses, et les droites d’équa-
x

1
tions x = 3 et x = 4 dans un repere orthonormé

(O; e ?) d’unité graphique 1 cm :

4
1 1
/ —dzr = [111(36)]4 =Iln4—1In 3= Ind+1n2
1T

1
2

4
ld:z: =In8=3In2 U.A. ~2,08 cm®.
X

ml»—‘\

Aire d’une fonction négative

Si la fonction f est négative, alors la fonction —f est positive et les courbes sont symétriques par

rapport a I’axe des abscisses.

Dans ce cas, A= /b [—f(z)] dx.

w

Exemple
2
x x

On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = 73

f est négative sur l'intervalle [ 0 ; 9 ]. Pour calculer I'aire du domaine compris entre la courbe de f, 'axe des
abscisses, et les droites d’équation x = 0 et x = 9, il suffit de calculer 'aire du domaine compris entre la courbe

de —f, I'axe des abscisses, et les droites d’équation z =0et =9 :

Graphique de f :

Jean-Frangois Bosc 12/26 ICAM
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Aire d’une fonction quelconque : découpage d’aire

Pour calculer l'aire d’'un domaine définie par une fonction changeant de signe, il faut découper l'in-

tervalle en plusieurs intervalles sur lesquels la fonction est de signe constant.

Exemple

On considere la fonction f définie par

f(z) = 22 —x—2. On note A P'aire du domaine compris
entre la courbe de f, 'axe des abscisses, et les droites
d’équation x = —letzx=3: A=A + A

"2

A= [f()]d$+/ ()] d
721 J2
Az/ (—2*+2+2) d:z:+/ (x? — 2 —2) da
-1
.’L‘3 .’L‘2 X T
AZ{’?*?”% H?QIL
10 7 3 10
A*(?*é *(*5*?)
A=13—9~6,33U.A

Propriétés de l'intégrale

Linéarité

,—(Proposition 6.} N

Soient f,g:[a; b] — R deux fonctions dérivables et A un réel, alors :

. /ab [f (@) + g(2)] dx:/ab ) dm—ir/ab

N /ab M (@) dx:)\/ab

Ce théoreme permet en pratique de ramener le calcul d’une intégrale d’une fonction complexe & une

succession d’intégrations de fonctions plus élémentaires.

Exemple
’ 5
Calcul de l'intégrale : I = / (6:1: + —) dx
1 xX

2 T2y
EII:3/ 2:cd:c+5/—dx
1 1 L

0 I1=3 [2°+5

[ln 2]

0 I=34—-1)+5(In2—In1)
0 I=9+5n2.

Jean-Francois Bosc
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Symeétries

~ Définition 3. )

Soit f une fonction définie sur un intervalle I centré a valeurs réelles, on dit que :

O f est une fonction paire si pour tout = € I, f(—x) = f(x)

O f est une fonction impaire si pour tout x € I, f(—z) = —f(x)

. J

,—l Propriété 1. \

Soit a € R, I = [—a;a], f une fonction continue et paire sur I alors :

aaf(m) dx = 2/0af(m) dx

\. J

_ )

Se reporter a la partie « Changement de variables »

“foyde = [ f@) de+ [ fa@)doe— [ f-z)de+ [ f(z) d
0 a 0

—a —a

:/Oaf(x) dx+/0af(w) dw=2/0af(l') s

Exemple

Calculer I = / x* dr La fonction f(x) = x* est paire car (—z)* = 2*, ainsi
—4

4 4 4

1 2 2048

I:/ :1:4d:c:2/ :c4dx:2{;a:5} :;45:—
4 0 5 lg 5 )

,—l Propriété 2. \

Soit a € R, I = [—a;al, f une fonction continue et impaire sur I alors :

‘ f(z)dz=0

—a

\. J

_ )

Se reporter a la partie « Changement de variables »

/a f(z) dx =/0 f(=) dw+/0af(x) da =

—a —a

[ ea s [ 1@ o= [ 1@ do+ [ 5@ do=0

Jean-Frangois Bosc 14/26 ICAM
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Exemple
4 4
Calculer I = / 2% dx La fonction f(x) = x% est impaire car (—z)® = —2?, ainsi I = / 23 dr =0
—4 —4

.

— Définition 4.

Soit f une fonction définie sur D a valeurs réelles, on dit que : f est périodique s’il existe

T € R tel que pour tout z € D
Uz+TeD
0 flz+T) = f(=).

La fonction f est dite périodique de période T'.

\.

,—l Propriété 3.

Soit f une fonction définie et continue sur D, périodique de période T" et a € D alors :

/aa+Tf(w) dx = /OTf(x) dx

Se reporter a la partie « Changement de variables »

/anrTf(x) da z/aof(x) dx-l—/OTf(m) dm+/aa+Tf(x) dx =
—/Oaf(x) dw-l—/OTf(m) d:v+/0af(9c+T) dx

— @ dot [ @ dot [ @) do= [ ) an

Plus généralement on a la proposition suivante :

\.

,—l Propriété 4.

Soit f une fonction définie et continue sur D, périodique de période T'.

a,be D avec a < bet k € Z alors :

/abf(x) dx = /ab—'—ka(m) dz

+kT

Se reporter a la partie « Changement de variables » et le faire en exercice.

Jean-Francois Bosc 15 /26
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Inégalités

,—(Proposition 7.}

Soient f,g:[a; b]— R deux fonctions dérivables.

b
¢ Positivité : si, pour tout z € [a; b], on a f(z) > 0, alors / f(z) dz > 0.

b b
¢ Valeur absolue : / f(x)dx 5/ | f(x) ]| dx.

ATTENTION!
b

La réciproque de la positivité n’est pas forcément vraie, on peut avoir / f(x)dx > 0 sans avoir f

a
positive sur [a ; b ] :

3 3
— / (22 — 1) do = [2° — z]3 = 6. Donc, / (2x — 1) dz > 0.
0 0

— Cependant, la fonction  — 2x — 1 n’est pas positive sur [ 0 ; 3 |.

Graphiquement, toutes ces propriétés peuvent se « voir » assez facilement en considérant les aires

obtenues pour chacune des intégrales.

Egalité et inégalité de la moyenne

,—(Proposition 8.}

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ a ; b ].

S'il existe des réels m, M et k tels que pour tout z € [a ; b ], on ait :

b
¢ m< f(x) <M, alors m(b—a)g/f(w)deM(b—a).

) a
S / f ()] dz < k(b —a).
¢ 1l existe ¢ €]a; ] tel que /bf(w) dx = (b—a)f(c).

a

Interprétation graphique : hauteur M. .

Dans le cas ou f est positive sur [ a ; b ] et ou M

b

m > 0, laire de la partie égale a / f(x) dz est
a

comprise entre 'aire du rectangle de base AB de

hauteur m et l'aire du rectangle de base AB de
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~ Définition 5. N

Soit f:[a; b] — R une fonction continue. Si a # b, on appelle valeur moyenne de f sur

[ a; b]le nombre réel iy défini par

bia/abf(x) dx.

Hf =

Interprétation graphique :
La droite d’équation y = uy est la droite horizontale telle que I'aire des parties de plan délimitées par
l'axe des abscisses, les droites d’équations x = a et © = b d’une part et les courbes d’équation y = f(x)

et y = my soient de méme valeur.

Exemple

1 3
x
La valeur moyenne sur [ 0 ; 1] de la fonction carré est : u = / 22 dr = {?} =
0 1

~ Définition 6. N

Soit f:[a; b]— R une fonction continue. Si a # b, on appelle valeur efficace de f sur

[a; b]le nombre réel py défini par

. J

Exemple

La valeur efficace sur [ 1 ; 4 ] de la fonction f(z) =

= (e o) =GR =

Inégalité des accroissements finis

=

Les théoremes de comparaison d’intégrales permettent d’obtenir des encadrements d’une fonction

lorsqu’on sait encadrer sa dérivée.

,—{Proposition 9 (Inégalité des accroissements ﬁnis).} S

Soit f une fonction dont la dérivée f’ est continue sur un intervalle [ a , b ].

S’il existe trois réels m, M et k tels que, pour tout = de [ a, b ], on ait
¢ m< fl(x) <M alors m(b—a) < f(b)— f(a) < M(b—a).

¢ [f'@) <k alors [f(b) = f(a)| < k(b—a)
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Méthodes de calcul d’intégrales

Intégration par partie

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. La dérivée du produit uv est

(wv)" = v'v + uw' d’ott w'v = (uwv) —uv'.

Dans le cas ot u’ et v’ sont des fonctions continues, on peut énoncer la propriété suivante :

,—(Proposition 10.}

Si a et b sont deux éléments de I, on a alors

b

/abu'u)v(ac) do = /b(my(x) do— [ u(a)'(a) do.

a a

soit encore, si on choisit uv comme primitive de (uv)’,

Exemple
1
On désire calculer I'intégrale I = / xe® dux.
0

O On pose d’ou

1 1
O Donc:/ xe” dw:[we‘”]éf/ e’ dl’:(1617060)7[6;8](1]:6764*1:1.
Jo Jo

Changement de variables

4.2.1 Changement de variable du type x+ — =+ (3

,—[Proposition 11.}

Soit f une fonction continue sur un intervalle du type [a + 3,b+ 5] ol a, b et 5 € R avec

a < b, alors

/ab flz+ ) dz = /HB F(b) d.

a+p
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Exemple )

On se propose de calculer 'intégrale [ = / (z + 3)? dx.
-3

0 On peut faire le calcul directement en remarquant qu'une primitive de (z + 3)% sur [-3 ,—2 ] est
1
~(z+3)%
S +3)

O On peut également effectuer un calcul plus simple :

-2 1 R
I:/ (z +3)2 dm:/ t2 dt = |:—1’3:| =-.
_3 0 3 1y 3

4.2.2 Changement de variable du type r — ax lorsque o # 0

,—(Proposition 12.} N

Soit f une fonction continue sur Uintervalle [ aa , ab ], ou a # 0, alors

/abf(am) dx:l/ f(x) dx.

& Jaa

Exemple

1
On se propose de calculer I = / e dx -
0

. 2 1 .Qt L2 Ly
O I/Oe daji/oedti[e}og(e 71).

4.2.3 Cas général : changement de variable du type = — ¢(z)

,—(Proposition 13.} N

Soit ¢ une fonction dérivable sur un intervalle I = [ a , b ] de dérivée continue sur /.

Pour toute fonction f définie et continue sur l'intervalle ¢(I), on a :

[ 5@y an= [ i o) e
) a

w(a

_ h

Utiliser le théoreme de dérivation des fonctions composées.
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4+ d
Calculons 'intégrale / v
1

T+ x

O On calcule les nouvelles bornes d’intégration :

Pourz €[1, 4],onobtient t €[1, 2]

en posant t = /T, ce qui équivaut & x = t> = p(t) :

0 On exprime I'expression a intégrer par rapport a la nouvelle variable : on a

1 1 1
dr = '(t) dt = —— x 2t dt.
i+ T s e =
4 d 2 9t dt 2 1
0 donc : /7"’3 = 2—::2/ ——dt
1 z++x 1 2+t 1 t+1

=2[In(l+t) [ =2(In3 - In2) =2In (3).

Applications

Croissance comparée

On appelle croissance comparée le fait de comparer sous forme de limite 1

certaines fonctions en 0 ou en +o0o généralement.

a vitesse de croissance de

\
La fonction In est négligeable devant « quand « tend vers +oo n(z) — 0
1 r xT—>+00
La fonction In est négligeable devant — quand z tend vers 0 zln(z) — 0
x z—07F

S

f—(Démonstration. J

1

z ]
Fixons = > 1. Il vient que / —dt < /
\/E 1t 1
aussi In(z) <2 (yz —1) < 2y/x.
Divisant cette inégalité par x, on obtient 0 <

In(z)

x

1
Pour tout £ > 1, on a = <

In(x)

x

<

Bk

théoréme des gendarmes a : 0.

T—>+00

Par ailleurs : en posant X = - on a lim, .o+

lim x5 400 X In(X)

1
— =limy 4100 X = +00.
x
= — — O

Ainsi lim,_,o+ z In(x)

ce qui amene, par application du

1
Vi

dt ce qui s’écrit

Jean-Francois Bosc
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Plus généralement on peut montrer que :
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Calculs de longueurs, surfaces et volumes

5.2.1 Aire entre deux courbes

- h

L’aire A de la région bornée par les courbes y = fr(z)

¥y
(la fonction du Haut) et y = fg(x) (la fonction du Bas) ¥= fulzi A___‘H\
ainsi que par les droites verticales x = a et x = b, ou /—
A >
fu(x) > fp(x) pour a < z < b, est donnée par l = F— X
g ST

A= [ (u@ - fs(@)da

Illustration

3 b
A= [ falx)dx Ay — Ay = [ falx)dx
2 [¥]
]: A = .-‘1.|§ = .-‘1;_1- + _-'1,:!_
y= fuix) f ST

//____-‘H‘H\"‘ - :
A - J‘ fs.:i.tiri.r—lr falx)dx

» ¥ a a
' _ b

J [ frix)— fylx)|dx

d

A=A —As+ 4,

& Ici A désigne véritablement 1l’aire de la région située entre les courbes

Remarque

On peut aussi délimiter un domaine suivant des fonctions de la variable y. On appliquera alors la

meéme méthode.

Exemple

Calculer aire de la région délimitée par les courbes suivantes : y =5+ 22, y=1—22, x =0et 2 = 2
On vérifie que pour tout x € [0;2] 'une des courbes est au dessus de l'autre. Ici c’est y = 5 + 22,

2
On calcule / (5+ 2 —(1— x2)) dx
0

3

2 2 372
/ (5+x2—(1—m2))daz:/ (4+2:1:2)dx: {4x+ 2%} 10
0 0 0
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5.2.2 Solide de révolution

Définition 7.

Un solide de révolution est un solide engendré par la révolution (un tour complet) d’une

région plane autour d’une droite de I’espace.

Considérons une fonction f continue et dérivable.
Lorsque la courbe d’équation y = f(z),
a <z <b, tourne autour de 'axe des z,
la région R qu’elle délimite dans le plan

xy engendre alors un solide de révolution,

notons-le S.

Pour calculer l'aire d’une région plane, nous avons procédé par passage a la limite avec une somme
d’aires de rectangles treés étroits. Nous utiliserons un raisonnement similaire pour calculer le volume
d’un solide de révolution, additionnant cette fois les volumes de disques minces (le mot disque est en

général utilisé alors qu’il s’agit de cylindre droit) .

Comment calcule-t-on le volume de ces disques? Remarquons que ces disques sont eux-mémes des
solides de révolution : chacun d’eux est engendré par la révolution d’un rectangle. Notons r la hauteur
de I'un de ces rectangles (r correspond alors au rayon du disque engendré). Remarquons, par ailleurs,
que r est une fonction de x ; il dépend du disque considéré. Si axe de rotation est horizontal (y = c),

alors 1’épaisseur du rectangle est Az et le volume du disque est donné par :

Volume du disque = 7 x rayon® x épaisseur = mr2Az
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T
ree | | 22

axe de rotation

== X e

—
Ax

Puisque le volume du solide de révolution S, noté Vg, peut étre trouvé en calculant les volumes de
n disques répartis le long de l'intervalle [a;b] et en faisant tendre le nombre de disques vers U'infini, il

sera donné par la formule suivante :

Vg = ILm ZZ:é Volume du z¢disque
n o0 -
b—a

= lim Y M rr2Ax ou Az =

n—00 Zk:O ( g ) n

by
= / wre dx ou r est une fonction de x
a

Soit f une fonction définie sur [a;b] continue et dérivable.

Le volume du solide de révolution S, noté Vg, engendré par la révolution suivant 1’axe des

abscisses de la courbe d’équation y = f(z) pour = € [a;b] est donné par :

Vo = [ n(s(e)de

" J

Remarque
St laze de révolution est vertical, on utilisera un découpage en disques horizontauz d’épaisseur Ay et

de volume mr2Ay ot r sera alors une fonction de y.

A
¢
-
e de
matation

=
el
—
axe de rotation

=
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(3;9)

Exemple

Quel est le volume, Vg, du solide engendré par la rotation suivant la

droite déquation y = 1 de la région du plan délimitée par la courbe

d’équation y = 2%, x =1, 2 =37

__awe de rotation

Tout d’abord déterminons la fonction de = qui décrit les rayon des } } > X
1 3

disques : pour z € [1;3] nous avons fy(z) = 2% et fp(x) = 1 donc

fle)=a? 1. :

Vs = /137r(f(x))2 dr = /137r(x2 —1)? dx

3
:/ m(z* —2? +1) do
1

{L 253 } 5 4961
=T + x =
1

Lo ¥z
15 -

5) 3

5.2.3 Longueurs d’arc

Comme pour les calculs d’aire et de volume des sections précédentes, les formules donnant la longueur
d’arc proviennent elles aussi d’un processus de passage a la limite. La courbe peut étre considérée
comme une juxtaposition de petits segments rectilignes. La somme des longueurs des petits segments
fournit alors une approximation de la longueur de la courbe. L’approximation est d’autant meilleure
que le nombre de segments est grand.

Soit f une fonction continue et dérivable sur l'intervalle [a;b]. La courbe y = f(x) est alors une courbe
lisse sur [a;b] (c’est-a-dire continue et dérivable, donc ne changeant pas brusquement de direction).
Soit P = (a;c) et Q = (b;d) deux points de cette courbe et soit ]/3@ larc (la portion de courbe) qui

—a
on obtient

les relie. Pour un partage de [a;b] en n sous-intervalles de largeur égale Az; = Ax =

la figure suivante, ot chaque portion de I'arc est approximée par un segment [P;P;41].

P s

a= 15 xn Xz X3 =7 In="

Considérons le triangle rectangle obtenu dans le ¢ sous-intervalle et exprimons la longueur de son

hypoténuse As; en fonction de Ax; et Ay; grace au théoréeme de Pythagore.
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Asi = /(Az;)? + (Ay;)?
— \/(Axl-)Q + (Ay;)? x iiz
(Azy)® + (Ayi)?
o (Am)® | (Ay)? ‘
— (A, ? + (D)’ X Ax;
Ay; 2
= - > B 1+<Am,~> X A
X Xi+1

Rappelons que, lorsque le nombre n de sous-intervalles tend vers I'infini, cela entraine que la largeur
Az; de ceux-ci tend vers 0 et que la pente du segment [P, P, 1] tend vers la pente de la tangente a la

courbe en P;. Or cette pente est donnée par la dérivée f'(z;).

r ool

. Ay . Ay
1 = 1 f— / .
A Ay A Ay, @)

Ainsi, en utilisant le processus d’intégration pour ce partage de [a;b] en n sous-intervalles, on obtient

pour la longueur L de I'arc Z/Db la formule suivante.

n—1 n—1
Y Y (Ay;)? _ ’ 2
L= nlgrolo ,;:0 As; = nlgréo ,;:0 ( 1+ (D)2 X Az, | = /a V1 (f(2)2de

- h

Si f est une fonction continue et dérivable sur un intervalle [a;b] alors la longueur de la

courbe déquation y = f(z) pour a < x < b est donnée par

= [ i+ (Fapds

" J

Remarque
Si g est une fonction continue et dérivable sur un intervalle [c;d] alors la longueur de la courbe

déquation x = g(y) pour ¢ <y < d est donnée par

L= /cd V1+ (9 (y)?dy
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