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Fonctions de deux variables

Définition, représentation, limites, continuité
Exercice 1

Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes :

2 2
h@y) =vVE 2 faley) = oL, fs(z,y)1n<x+y>

T+y r—=y

Exercice 2
Représenter les ensembles de définition des fonctions suivantes :

filzy) =m@r+y—-2);  fa(z,y) = /1 —2y; f3(x,y)=1n(y7_$); f4(x,y)=;+\/4—x2—y2

x x2+y2_1

Exercice 3

Représenter les lignes de niveau (c’est-a-dire les solutions (x,y) de 'équation f(z,y) = k) pour :

$4+y4

——— avec k = 2.
8 — x2y2

fl(xvy):yQa aveck=—let k=1 f?(xvy):

Exercice 4

Représenter les lignes de niveau des fonctions suivantes :

Ay =az+y—1; folz,y) =/ fa(z,y) = sin(ay)

Exercice 5
En utilisant les sections par les plans paralleles aux plans de coordonnées indiquer la forme des surfaces représentatives

des fonctions suivantes :

(2* — %)

filzy) =2+ falz,y) = Va? +y?; fs(:c,y)=%; falmoy) =Vt +y2 =15 fi(z,y) =

N~

Exercice 6

Les fonctions suivantes ont-elles une limite (finie) en (0,0)?

22—y
$2+y27

[z +
f3($ay) = 72 +y2

fi(@,y) = (z +y)sin (%ﬂ/g) ;o falzy) =
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Exercice 7

Les fonctions suivantes ont-elles une limite en l'origine ?

22 4+y2—1 . sin(z?) +sin(y? 1 — cos(zy
fl(:rvy): ST, ( ) ( ) 5 fQ(zay):#
x \x2 + 92 Ty

Exercice 8
Ty

o si (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0. La fonction f est-elle continue

Soit f la fonction définie sur R? par  f(z,y) =
en (0,0)7

Exercice 9
202 +9y2 -1 sia?+9y2>1

Démontrer que la fonction f : R? — R définie par  f(z,y) = ,

T sinon
est continue sur R2.
Exercice 10 22 — y2
o e : . fley) = 75 siz#0ety#0
Etudier la continuité a I'origine de la fonction suivante : ety
f(0,00 = 0

Dérivées partielles, accroissements finis, recherche d’extrema
Exercice 11

Calculer les dérivées partielles du premier ordre et du deuxieme ordre de :

fy) =In(ey);  floy) = A2’ +2Bay+Cy’s  flay)=a's  fla,y) = arcsin 2

Exercice 12

En utilisant la formule des accroissements finis, donner un encadrement de f(x,y) = e *sin(y) si z = 0,1 et y = 28.

Exercice 13

Donner une valeur approchée de ac%y% pour z = 1003 et y = 104.

Exercice 14

Justifier 'existence des dérivées partielles des fonctions suivantes, et les calculer.

fi(z,y) =ecosy;  falz,y) = (@ +y?)cos(zy);  falz,y) = 1+ a2y?

Exercice 15

Soit f : R? — R une fonction de classe C*.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t?). Démontrer que g est C! et calculer ¢’(t) en fonction des dérivées
partielles de f.

2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u® + v?). Démontrer que h est C! et exprimer les dérivées partielles
Oh  Oh of ; of

— et — en fonction des dérivées partielles — e .
Oou  Ov P or dy
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Exercice 16

On définit f : R2\{(0,0)} — R par flz,y) =

SCQ

(22 + y2)3/%
Justifier que I'on peut prolonger f en une fonction continue sur R2. Etudier existence de dérivées partielles en (0,0)

pour ce prolongement.

Exercice 17

Calculer les dérivées partielles a ’ordre 2 des fonctions suivantes :
fi(z,y) =2*(x +y); fa(z,y) = ™.

Exercice 18

Déterminer les extrema de :
filwy) =2 +3y° + 22 —dy;  falz,y) = 22" — 3y + ¢

Exercice 19
Si M (x,y) est un point du plan du triangle ABC trouver le minimum de M A? + M B? + MC?.

Retrouver ce résultat géométriquement.

Exercice 20
On pose f(x,y) =22+ 4> +ay+1et g(z,y) = 2% + y? + day — 2.
1. Déterminer les points critiques de f, de g.
2. En reconnaissant le début du développement d’un carré, étudier les extrema locaux de f.
3. En étudiant les valeurs de g sur deux droites vectorielles bien choisies, étudier les extrema locaux de g.
Exercice 21
Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R? — R suivantes :
1. f(x,y) =22+ 2y +y? — 3x — 6y 3. flz,y) =a%+y3
2. f(x,y) = 2% +2y% — 22y — 2y + 1 4. f(z,y) = (x —y)? + (x +y)3
Exercice 22

Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :

4

i
filz,y) =y* — 2%+ 5 by = 2 +yd —3zy;  falwy) =2t +yt —d(z—y)?

Exercice 23

Déterminer les extremum locaux et globaux des fonctions suivantes :

1. f(z,y) = 223 + 62y — 3y> +2;
2. f(a,y) = (e + (Iny)?) sur Rx]0, +o0[;
3. flzy) =2t +y* —duy;
Exercice 24
On désire fabriquer une boite ayant la forme d’un parallélépipede rectangle, sans couvercle sur le dessus. Le volume

de cette boite doit étre égal & 0,5m? et pour optimiser la quantité de matiére utilisée, on désire que la somme des

aires des faces soit aussi petite que possible. Quelles dimensions doit-on choisir pour fabriquer la boite ?
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Intégrale multiple

Exercice 25

Calculer 'intégrale double suivante / / f(x,y)dzdy, avec
D
1. f(x,y):zetD:{(z,y)ERQ;yZO, r—y+1>0, x+2y—4§0}.
2. f(x,y):$+yetD:{(x,y)€R2; 0<z <1, x2§y§x}.
8. fla.y) = cos(ay) ot D= {(e,y) ER% 1<w <2 0<ay< .

4. f(x,y):acyetD:{(x,y)eRQ; r>0,y>0, zy+x+y <1}
z(l—x)? A 8 n 4

— =7 —

(1+2)? 1+z (1—2x)?

On donne

5. f(z,y) = etD:{(x,y)€R2;1<x<3,y>2,x+y<5}.

(z+y)?

Exercice 26

Soit D le domaine : D= {(z,y) €R* >0, y>0, z+y<1}.

Calculer // f(x,y)drdy dans les cas suivants :  f1(z,y) = 22 + ¢ falz,y) = zy(z + y).
D

Exercice 27
Soit D le domaine : D= {(z,y) e R* -1 <z <leta?<y<d4—a®}.
Calculer l'aire de D.

Exercice 28
8 2 . 3
On considere 'intégrale double : I = / ( / % dy) dx
0

vz Y
: sin(y?)
1. Quel est le domaine du plan pour lequel I = / / —~dxdy?
R Y

2. Le représenter graphiquement.

3. Calculer l'intégrale I.

Exercice 29

On considere Iintégrale double : I = / ( / eV dy) dz
0 x

1. Quel est le domaine du plan pour lequel I = // eV’ dxdy?
R
2. Le représenter graphiquement.

3. Calculer l'intégrale I.

Exercice 30

Calculer les intégrales doubles suivantes lorsque R est le carré [0;1] x [0;1] :
2,2 _
// it 5 dxdy ; // sin (w_—l—y) cos (1: y) dxdy
r1+y R 2 2
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Exercice 31

Que donne le changement de I'ordre d’intégration dans les intégrales suivantes :

/i(@fuwm@dm lngf@w@QMn u[(émmﬂ%w@)ﬂ
Exercice 32

1
In(1
Soit I'intégrale I = / In(1 + )

dz.
0 14+a? v

1. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle | — 1,4+o00[, on a :

1
xdy
In(l+x :/ .
(1+2) | Tray

T
En déduire que I = — —  _dxdy, ou D est le pavé [0, 1]2.
wel= [ | pve (0.1

2. En intervertissant les roles de = et y, montrer que

x+y
2l = 5y dxdy.

En déduire que I = g In2.
Exercice 33

Calculer l'intégrale double / / f(z,y) dedy pour la fonction f et le domaine D suivants :
R
flzy)=cos(y®) et D={(z,y) eR*;0<zx<1,2<y<1}

Exercice 34

Onpose: D= {(z,y) €eR*} 0<z<1,0<y<1, a®+y>>1}.
Yy
Calculer //D md:ﬁdy

Changement de variable

Exercice 35

1
Calculer 'intégrale double // mdmdy ot A={(z,y) eR} 0<2<1,0<y<1, 0<a?+y><1}.

Exercice 36

Soit D = {(z,y) € R 22 +y? — 22 < 0}.

1. Montrer que D est un disque.

2. Calculer // v 1?2 + y2dzdy.
D

Exercice 37

Calculer / / f(z,y)dxdy dans les cas suivants :
D

LY
2 + yQ :

2. D={(z,y) eR% >0, 1 <a®+y? <2y} et fla,y) =22 +y%

L D={(z,y) eR?} >0, y>0, 1 <a®+y?> <4} et f(z,y)=

Exercice 38

Soit D = {(z,y) e R?: z <y <2z, x <y? < 2z}. Calculer // gdxdy en utilisant le changement de variables
DI

u=z/yetv=ry?/x.

Exercice 39
22 2
Soit D = {(ac y) ER?Y >0, y> 0 — + b_2 < 1}. Calculer 'intégrale : J = // (223 — y)dady.
D
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Coordonnées de centre de gravité

Exercice 40

v

b2 <1, x20ety20}.

2
x
Calculer les coordonnées du centre de gravité du domaine : D = {(x, y) € R?; — +
a
Exercice 41
On considére une plaque mince homogeéne qui a la forme du domaine plan D par I’axe des abscisses, la parabole
d’équation y = 22 et le segment de droite d’équation y = —z + 2 reliant (1,1) et (2,0). Déterminer les coordonnées

(¢, ya) du centre d’inertie G.

Exercice 42
On considére une plaque homogene qui a la forme du domaine plan D par : D = {(z,y) € R*; 0< 2z <7, 0 < y < sin(z)}

Déterminer les coordonnées (2, ya) du centre d’inertie G.

Exercice 43 -
Déterminer les coordonnées (z¢, ye) du centre d’inertie G £ <
. 2 ;
d’une plaque mince homogene constituée par la juxtapo- ‘-"" 2 - o_ &
sition de deux demi-disques de rayons respectifs R et 2R ‘.\ k,, \ & . 9\ !
comme sur le figure ci-contre. 9 B _/.-I ~

Calculs de volumes

Exercice 44
Calculer le volume V(S) du solide S compris entre les deux plans horizontaux

z=0et z=a (a> 0 fixé) et en dessous du parabolide d’équation z = 22 4 3>

Exercice 45
Calculer le volume V(S) du solide S compris entre les deux surfaces d’équations

z2=3—x%—y% et z =222 + 2%

Exercice 46
Calculer le volume V(S) du solide S délimité par les deux cylindres d’équations

224+y?=1let a2 +22=1.
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